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Algebra und Zahlentheorie. 
Lineare Algebra, Polynome: 


Amato, Vincenzo: Sulla segnatura di un polinomio di matriee. Rend. Circ. mat. 
Palermo 63, 113—120 (1941). 

Gegeben sei ein Polynom p(A) in einer Unbestimmten A und eine quadratische 
Matrix x, deren charakteristische Wurzeln zusammen mit ihren Signaturen bekannt 
sind. Verf. setzt sich das Ziel, die Gesamtsignatur der Matrix p(x) zu berechnen. 
Diese Frage ist auch schon von M. Tognetti [Atti Accad. Sci. Torino 67, 7—28 (1932); 
dies. Zbl. 4, 222] untersucht worden. S. Cherubino (Pisa). 

Kneser, Hellmuth: Zur Stetigkeit der Wurzeln einer algebraisehen Gleichung. Math. 
Z. 48, 101—104 (1942). 

Verf. bringt einen neuen und eleganten Beweis für den Satz von der Stetigkeit 
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung, dem im Gegensatz zu den meist mit 
funktionentheoretischen Mitteln durchgeführten Beweisen (vgl. v. d. Waerden) als 
Kernstück die folgende interessante Aussage zugrunde liegt. — Es seien &,, &g; -.., &n 
n komplexe Zahlen, die nach nicht abnehmenden Beträgen numeriert sind, also 
ılzla|=---<|&,| und s,= Da;, 3 >= Da, .-., m=&1%g':- &n die zugehörigen 
symmetrischen Grundfunktionen dieser Größen. Dann gibt es für jeden Betrag 
Ia;|, 1L<i=n, eine obere Schranke, die allein von den Beträgen der i letzten 
symmetrischen Grundfunktionen |s,|, |n-1|, - - -; |%n-i+1| abhängt und außerdem mit 
diesen Beträgen gegen Null strebt. — Die Werte der übrigen (n — :) Grundfunktionen 
sind dabei also völlig gleichgültig. Ausgehend von diesem Satz, der durch Induktion 
mittels einfacher Abschätzungen bewiesen wird, gewinnt der Verf. leicht den Anschluß 
an den allgemeinsten Satz über Stetigkeit von Wurzeln algebraischer Gleichungen. 
Dieser allgemeinste Satz besagt, daß ein Polynom /*(x), dessen Koeffizienten sich 
hinreichend wenig von den entsprechenden Koeffizienten eines Polynoms f(x) unter- 
scheidet, hinreichend nahe bei ce mindestens m Nullstellen besitzt, falls f(x) bei c eine 
m-fache Nullstelle hat. Das gilt für alle l<m=<n. Neuhaus (Köln). 

Pipping, Nils: Verallgemeinerung der Cardanischen Formel. Acta Acad. Äboens. 13, 
1—9 (1942). 

Verf. beweist: Soll die Gleichung 
() —— g2k+1 an Bee r ee + @,x2*-5 +... +9%-1+ = 0) 

1 2k+1 2K+1 
eine Lösung von der Gestalt a = y+z2= Yu+ Yu, mit 
2 2«+1 q q\2 p \2k+1 

IH +) - a3 Velten) 

SEND APR 
2k+1l 
der Foım a,= je Ei Ze ') (x + 1)-1(2k + 1)*p**1 sein. Sämtliche Größen 


hy t il” .z v=l,...,2%+ 1) liefern also Wurzeln-von (1), wo- 
bei &gr,ı eine beliebige primitive (2% + 1)-te Einheitswurzel ist, y willkürlich unter 


und y2 = haben, so müssen die Koeffizienten a, (<=1,.,.,k— 1) von 


den (2k +1) Möglichkeiten ausgewählt werden darf und 2 aus yz = SE ein- 
deutig bestimmt ist. Da die x, alle oder teilweise einander gleich sein können, ohne 
daß (1) eine Wurzel von entsprechender Vielfachheit hat, brauchen die x, also nicht 
alle 2% +1 Wurzeln von (1) zu liefern. Daß das für k = 2, 3 und 4 der Fall ist, wird 


gezeigt. Ob es für größere Werte von k auch der Fall ist, bleibt offen. Anders. 
Zentralblatt für Mathematik. 26, 25 
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Gruppentheorie: 

Jessen, Axel: Eine Methode zur Untersuchung endlieher Gruppen. Mat. Tidsskr. B 
1942, 41—42 [Dänisch]. 

Piecard, Sophie: Quelques propositions concernant les bases du groupe symetrique 
et du groupe altern‘. Enseignement Math. 38, 276—286 (1942). 

In Fortsetzung einer früheren Arbeit (vgl. dies. Zbl. 26, 56) werden weitere Sätze 
über die Erzeugenden S und 7 der symmetrischen und der alternierenden Gruppe 
hergeleitet. J.J. Burckhardt (Zürich). 

Stiefel, E.: Über eine Beziehung zwischen geschlossenen Lie’schen Gruppen und 
diskontinuierliehen Bewegungsgruppen euklidischer Räume und ihre Anwendung auf die 
Aufzählung der einfachen Lie’schen Gruppen. Comment. math. helv. 14, 350—380 


1942). 

n einer kompakten Lieschen Gruppe @ mögen (in der Umgebung der Eins) 
kanonische Koordinaten T,,..., 7, eingeführt werden. Einer maximalen abelschen 
Untergruppe 7, von @ — einem „Toroid‘‘ — entspricht dabei ein linearer Teilraum R’, 
dessen Punkte durch (T,,...,77, 0,...,0) gegeben sein mögen. R’ ist die universelle 
Überlagerungsgruppe von 7,, d.h. T, ist &R!/g’, wo g’ eine diskrete Untergruppe 
von R!, d.h. ein Gitter ist, und zwar ein /-dimensionales Gitter. — Der von einem 


Element «a von @ erzeugte innere Automorphismus stellt sich in kanonischen Koordi- 
naten als lineare Transformation S, dar; diese S, bilden die adjungierte Darstellung 
von @. Wegen der Kompaktheit können die S, als orthogonal angenommen werden. 
Die Matrizen S, (wo t das Toroid 7, durchläuft) sind vertauschbar und können daher 
gleichzeitig auf Diagonalform gebracht werden. In der Diagonale stehen / Einser und 
n —1=2m Elemente e+i?;®, wo die 9,(t), die sog. Wurzeln der Gruppe @, Linear- 
formen in 7Tj,...,7; sind. Sind für ein spezielles i genau » der Funktionen %,(t) kon- 
gruent 0 (modl), so ist die Dimension des Normalisators von £ gleich +2». Die 
Gleichungen %,(t) = 0 (modl) definieren in R! m Scharen von parallelen Hyperebenen; 
sie heißen „singuläre Ebenen“ und bilden das Diagramm von @. — Jedes mit 7, 
vertauschbare a aus @ bewirkt einen Automorphismus 9, von 7T,. In den kanonischen 
Koordinaten wird dieser durch eine orthogonale lineare Transformation @% dargestellt. 
Die 9, bilden eine Gruppe ® und die @% eine dazu isomorphe Gruppe ®*. Diese läßt 
sowohl das Diagramm als auch das Gitter g’ invariant, ist also endlich. — Ist nun @ 
halbeinfach, so gibt es unter den Linearformen d,;(t) genau l linear unabhängige. Mit 
Hilfe der Fixpunktsätze der Topologie wird bewiesen, daß ®* die Spiegelungen an 
den singulären Ebenen durch den Nullpunkt enthält und sogar von ihnen erzeugt wird. 
Die Spiegelungen an sämtlichen Ebenen des Diagramms erzeugen eine Gruppe I‘, 
eine Raumgruppe im Sinne der Kristallographie. Diese wird von der „Punktgruppe‘ &* 
und einer Translationsgruppe y erzeugt. Das Gitter y ist in g’ enthalten und g | 
wiederum in dem Gitter g, der Knotenpunkte des Diagramms. Als Beispiele zu dieser 
Theorie werden die Diagramme der vier großen Cartanschen Klassen von einfachen | 
Gruppen aufgestellt. — Im kleinen isomorphe Gruppen haben dieselben Wurzeln, also | 
dasselbe Diagramm, also dieselbe Gruppe /', und umgekehrt. Die einzelnen Gruppen 

der Familie unterscheiden sich nur durch das Gitter g’. Ist @ einfach zusammen- 

hängend, so ist ’=y und gy/y das Zentrum von G. Ist nun g! irgendein Teilgitter 

von g7, das y umfaßt, so ist g’/y eine Untergruppe des Zentrums. Durch Faktorgruppen- 
bildung nach diesen Untergruppen erhält man aber alle zu G im kleinen isomorphen 
Gruppen. van der Waerden (Leipzig). 


Algebren. Verbände: 
MeCrea, W. H.: On matrices of quaternions and the representation of Eddington’s 


E-numbers. Proc. roy. Irish Acad. A 45, 65—71 (1939). 
Die Cliffordschen hyperkomplexen Zahlen 


r90 + roılı + r020a + 1980; + ra0, + 150,0, +. + 195 0103030,, 
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die durch die Relationen 0,0, = —(,C,, G,=1(u,v=1,2,3,4, u =# v) definiert 
sind, können durch vierreihige Matrices dargestellt werden, deren Elemente Qua- 
ternionen sind. Das erste Matrixelement a,, heißt r90 + rogö + rd + Yazk, und 
analog sind die anderen gebildet. van der Waerden (Leipzig). 


Mattioli, Ennio: Sull’algebra delle matriei permutabili eon una matrice assegnata. 
(Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 139—146 (1942). 

Verf. beweist, daß das Zentrum der Algebra der mit einer gegebenen Matrix A 
vertauschbaren Matrizen die direkte Summe so vieler Potenz-Algebren ist, wie es 
charakteristische Wurzeln der gegebenen Matrix gibt. Diese Algebren sind die Zentren 
folgender Matrixalgebren: ihre Matrizen sind vertauschbar mit den Matrizen, welche 
die vom Ref. (dies. Zbl. 14, 338) bestimmte kanonische Form von A zusammensetzen. 
Verf. gelangt zu seinen Ergebnissen mit einem ähnlichen Verfahren, wie es Ref. bei 
der Untersuchung der mit einer gegebenen Matrix vertauschbaren Matrizen und Homo- 
graphien angewandt hat (vgl. dies. Zbl. 16, 99; 18, 97). S. Cherubino (Pisa). 


Kofinek, Vladimir: Der Schreiersehe Satz und das Zassenhaussche Verfahren in 
Verbänden. Vestn. Kralovsk& Cesk& Spol. Nauk 1941, Nr 14, 1—28 (1942). 

Verf. untersucht Verbände, in denen eine Relation N gegeben ist, mit: „wenn aNDb, 
so a>b“, wobei > die Halbordnung des Verbandes ist. Zu zwei N-Ketten lassen 
sich die Zassenhausschen Verfeinerungen konstruieren. Es werden genaue Kriterien 
dafür angegeben, wann diese Verfeinerungen N-Ketten sind und wann sie einander 
„isomorph‘ sind. Der allgemeine Fall wird im wesentlichen auf zweigliedrige Ketten 
zurückgeführt. Lorenzen (Wesermünde-Lehe). 


Funktionenkörper : 

Schmid, Hermann Ludwig: Kongruenzzetafunktionen in zyklischen Körpern. Abh. 
preuß. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. Kl. 1941, 1—30 (Nr 14) (1942). 

Z sei ein zyklisch erzeugbarer algebraischer Funktionenkörper vom Grad p* über 
einem algebraischen Funktionenkörper K der Charakteristik p mit endlichem Kon- 
stantenkörper I’, (Galoisfeld von pf Elementen). Kann Z insbesondere durch Poly- 
nomvektoren über einem rationalen Funktionenkörper erzeugt werden, so lassen sich 
die bei der Aufspaltung der Zetafunktion von Z in die zu Z/K gehörigen L-Funktionen 
auftretenden Faktoren multiplikativ noch weiter zerlegen (für n=1 vgl. Hasse, 
Davenport, dies. Zbl. 10, 338). Die Koeffizienten dieser neuen Faktoren sind bisher 
noch nicht untersuchte Exponentialsummen; ihre arithmetische Bildung erlaubt, über 
die Funktionalgleichung der ZL-Reihen hinaus einfache funktionale Beziehungen zwi- 
schen diesen Koeffizienten und damit Funktionalgleichungen für die neuen Faktoren 
aufzustellen. — Der (noch nicht in der angegebenen Weise spezialisierte) Körper Z 
wird mit Hilfe des Wittschen Vektorkalküls (E. Witt, dies. Zbl. 16, 51) erzeugt. Dafür 
stellt Verf. zunächst den Kalkül auf, um Additiv- und Multiplikativcharakter und dann 
verallgemeinerte Gaußsche Summen für Wittsche Vektoren der Länge n über I’, zu 


definieren (für f=1 ergeben sich die gewöhnlichen Gaußschen Summen modp*). 


Dann wird die Arithmetik des Körpers Z für den vorliegenden Zweck vollständig ent- 
wickelt (vgl. Verf., dies. Zbl.16, 52). Im dritten Abschnitt wird die Zetafunktion 
aufgespalten unter der einschränkenden Annahme über Z, so daß die beiden Funktionen 


6) F= gr —1 =% bhzp" "2 4 ae + by»=1_1, 
Bk)= zo"! +14 s.e® + Opr-1 


zu untersuchen bleiben, für die selbst je eine Funktionalgleichung bewiesen wird: 


a ei p BR ae n-ıT7 p 
» 3 Ga=amicl?), ETWA e He), 
25* 


u...“ 
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t(y) ist die Gaußsche Summe. Verf. zeigt nämlich die Beziehungen 


b,= p:b, »+VY=p"!—1l, p>2, 


v—v’-—-1ı 


„=tTty)p 2 9, vtY=p! 
für die als Koeffizienten von @(z) und H(z) auftretenden erwähnten neuartigen Ex- 
ponentialsummen 


u Sr Zw), = tr || 
z, z, % 


on 


die äußere Summe erstreckt sich über alle Systeme z,,..., z, aus ]',, die innere über 
alle Lösungen w der Gleichung 

w+ta2wWi+..+2,=0. 
Der Beweis wird geführt durch Einführung der Newtonschen Potenzsummen 0; bzw. 7; 
der Wurzeln dieser Gleichung als Summationsvariable und deren Zuordnung derart, 
daß z.B. in der Behauptung für die Koeffizienten b, 


2mi . 2rV 
> > aeellm B > pie) 
Up ı19+-,2y T Ty 


bereits die inneren Terme einander gleich sind. E. Schulenberg (Berlin). 


LAERLET RL 77 y 
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Zahlentheorie: 


Erdös, P.: Note on the produet of eonseeutive integers. 2. J. London Math. Soc. 
14, 245—249 (1939). 

In Fortführung von Teil 1 (dies. Zbl. 21, 207) wird gezeigt: 1. Für jedes ganze 
1>2 gibt es eine Schranke k, = k,(l) derart, daß für k>k, die Gleichung 

nn+l)--n+k-)=y 

unlösbar ist. Da diese Gleichung nach Thue-Siegel für festes % nur endlich viele 
Lösungen besitzt, gibt es also nur endlich viele Fälle, in denen das Produkt von k 
aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen eine I-te Potenz sein kann. — 2. Ist n>2k 


[was wegen (%) —: " 5 H keine Einschränkung bedeutet| und k> 2, so ist die Glei- 


chung :)- y' nicht lösbar. — 3. Für =3 kann man in 2. auf die Voraussetzung 


k> 2! verzichten. Dies würde auch für /> 3 gelten, falls die Gleichungen # +1=2y/ 
und + 1 = 2°-!y! gleichzeitig für jedes 2> 3 nicht lösbar sind. Rohrbach (Prag). 
Delsarte, Jean: Sur le gitter fuchsien. ©. R. Acad. Sci., Paris 214, 147—149 (1942). 
Es sei @ eine Fuchssche Gruppe, P ihr Fundamentalpolygon und 8 ein beliebiges 
Element von @. Ist nun A ein Punkt von P, so betrachtet Verf. die Menge aller 
Punkte SA und nennt diese Menge ein Fuchssches Gitter mit dem Ursprung A. Es 
sei nun A(x) die Anzahl der Gitterpunkte, die in einem Kreis (hyperbolisch!) vom 
Flächeninhalt #x, mit dem Mittelpunkt in A, liegen. Dann stellt Verf. eine 
Formel für A(x) auf, die der Formel in der Theorie der gewöhnlichen Gitter- 


punkte analog ist (vgl. Landau, Vorlesungen über Zahlentheorie II, Leipzig 1927, { 


Teil 8). E. Hlawka (Wien). 

Koksma, J. F.: Ein allgemeiner Satz aus der Theorie der Gleiehverteilung modulo 
Eins. Mathematica, Zutphen B 11, 7—11 (1942) [Holländisch]. 

Es sei die reelle Funktion f(x) für jedes natürliche x definiert, und es sei Na,ß 
die-Anzahl der ganzen x mit «<= f(x) <P(modl) (1<x= N), wo [«, ß] in [0, 1] 
liegt, Ru,g = N.,8 — (P — &)N der Restterm und D(N) die Diskrepanz ist (vgl. 
Verf., Diophantische Approximationen, Kapitel 9, Berlin 1936; dies. Zbl. 12, 396). 
Dann beweist Verf. folgenden Satz: Es sei w(t) für alle reellen i definiert, periodisch 


} 
| 
| 
; 
‘ 
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von der Periode 1 und auf [0,1] von beschränkter Variation; dann gilt 


N 
> w(f(e)) - fo t)dt<TND(N), 


s=1 


wo T die totale ee von w auf [0, bedeutet. — Dieser Satz folgt aus der 


Beziehung N 
Ru. Mawiı) — Nfuc)dı — Duw(f(e)). (N>]1) 
0 0 Wut E. Hlawka (Wien). 

Rieei, Giovanni: Sull’irrazionalitä del rapporto della eirconferenza al diametro. 
(Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2.Congr. Un. Mat. Ital. 147—151 (1942). 

Verf. gibt einen Beweis für die Irrationalität von zz und x? und verwendet dabei 
die Methode von Hermite beim Beweis der Irrationalität von e” (m natürliche Zahl) 
(vgl. Koksma, Diophantische Approximationen, Kap. IV, Berlin 1936; dies. Zbl. 12, 
396). E. Hlawka (Wien). 


Analysis. 
Mengenlehre: 

@ Bourbaki, N.: Elöments de mathömatique. Les struetures fondamentales de 
Panalyse. Theorie des ensembles. Livre 1. Fascieule de resultats. (Aetualites seient. et 
industr. Nr. 846.) Paris: Hermann & Cie. 1939. VIII, 51 pag. 

Die wichtigsten Grundbegriffe, Definitionen und Sätze (ohne Beweis) aus der 
Mengentheorie. Der kurze Inhalt: Verknüpfungen und Grundoperationen der Mengen, 
Funktionen, Produktbildung, Quotientenmenge, teilweise geordnete Menge, Mächtig- 
keit, Strukturen. J. Novak (Brünn). 

Geymonat, L.: Il prineipio di Zermelo. Saggiatore 2, 317—323 (1941). 

Besprechung der verschiedenen Stellungnahmen zum Zermeloschen Auswahl- 
prinzip. Diese sind als Folgen der die mathematische Existenz betreffenden ver- 
schiedenen Begriffsbildungen dargestellt. @G. Hajös (Budapest). 

Stöhr, Alfred: Über zweifach geordnete Mengen und Zerlegungen in Rechtecke. 1. 
J. reine angew. Math. 184, 138—157 (1942). 

Diese rein abstrakte Untersuchung wurde durch die Aufgabe angeregt, eine Über- 
sicht über die Zerlegungen eines Rechtecks in endlich viele Rechtecke zu gewinnen. — 
Im folgenden ist eine nichtleere Menge M gegeben; kleine lateinische Buchstaben 
bedeuten Elemente von M; a = b bedeutet Identität. A = Axiom, D = Definition. — 
Ai. Es seien zwei Anordnungen 1) <, = von M gegeben. D.h.: für beliebige a, b 


gilt genau eine der Relationen «a =b, a < b, b <a on un Relation < ist Lau 
analog für <: Aus (1) nz man neue Plonen (2) = < wie ken ab: D3. a = 
heißt a<b und a<b; Ch heißt a<b und az b. (Zeichen wie >, s, >, > 
werden ai Hilfe En <,< auf übliche Weise definiert.) Ds gilt aa Für belie- 
bige a, b a an eine von den Br =D, ee b, a b, a en 0 b und 
die Relation < ist transitiv; ebenso <. Umgekehrt: sind die Ersscle 2) definiert 
und gilt Bas so ne man (1) wie folgt: D4. a<b heißt a <b oder a<b; a <b 
heißt a =: oder = db. Dann En a und Ds. — Let, geht nun von A2 aus 
und definiert neue (3) <, < es folgt: Das a< b bedeutet: es ist «a &b 


und es gibt kein x mit a < x zb: analog < und (4) >, S. Verf. stellt nun einige 
Endlichkeitsforderungen auf (vgl. weiter unten A3 bis AB8) a D Bien auf Kit 


gegenseitigen Zusammenhang hin. Dazu braucht man noch D?: . we Ay < a, < Ag ER 


ARE 


ed A ee 
_ 1 E 
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1 * . . 
heißt eine <-Kette; sie kann auch nach einer oder nach beiden Richtungen endlich 
1 1 1 1 1 ' j a 
sein. Eine endliche Kette a <a, <a, <-:- <a„_, <b heißt eine <-Kette von a 
a 2 : : : 
nach 5; n ist ihre Länge. Analog für <-Ketten, > -Ketten usw. (Die meisten Axiome 
und Definitionen sind symmetrisch in bezug auf die Indizes 1,2 und in bezug auf 
die Symbole <, > bzw. <, >; ich schreibe meistens nur einen von den symmetrischen 


1 
Teilen auf.) Die erwähnten Endlichkeitsforderungen sind: A3. Ist a <b, so gibt es 


1 1 1 
eine <-Kette von a nach b. A4. Ist «<b, so gibt es unter allen <-Ketten von a 
nach b’eine mit größter Länge. A5. Für jedes Paar a, b gibt es höchstens endlich 


viele x mit a < C <b. A6. Für jedes a gibt es höchstens endlich viele x mit 0< T. 
A?7. Alle Ketten sind endlich. A8. M ist endlich. — Es gelte A2; dann ist A7 
mit A8 äquivalent, aus A7 folgt A6 und A5, aus A5 folgt A4, aus A4 folgt A3, 
aus A4 und A6 zusammen folgt A5. Andere Abhängigkeiten zwischen A3 bis A8 
gibt es nicht, wie durch Beispiele dargelegt wird. — Verf. setzt sich nun das Ziel, die 
Relationen (2) von (3) aus aufzubauen. Es seien also die Relationen (3) irgendwie 


definiert; man definiere (2) wie folgt: Dr bedeutet, daß es eine <-Kette von & 
nach 5 gibt. Verf. stellt nun notwendige und hinreichende Bedingungen auf, welchen 
die Symbole (3) genügen müssen, damit folgendes gelte: Für die eben definierten 
Symbole (2) gilt A2, A4, und (3) stehen zu (2) in der Beziehung D6. — Verf. führt 


noch folgende Axiome ein: Al5. (Zerlegungsaxiom.) Aus a<b, e<d, e<b folgt 
1 
a<.d. (Die analoge Beziehung für den Index 2 wird hier nicht gefordert; sie folgt 
1 2 2 2 
aus A2, A3, A15.) A16. Ist a<b, Or Be: WERE < 0 2 so gibt es 


IR 2 2 2 

eine mite<e<b, a BER: analog mit > statt <. Es gilt: aus A2, A16 folgt 
A15; aus A2, A3, A15 folgt A16. — Ist M abzählbar (dies ist z. B. sicher der Fall, 
wenn A2 und A4 gilt), so kann man M auf eine Punktmenge E der euklidischen 
Ebene so abbilden, daß folgendes gilt: jedem «€ M wird ein Punkt [&(a), n(a)] zu- 
geordnet; ist a = b, so ist £&(a) <£(b); ist a < b, so ist n(a) <n(b). Dann und nur 


dann kann man diese Abbildung so wählen, daß Z keinen Häufungspunkt im End- 
lichen besitzt, wenn für die durch D3 definierten Relationen (2) A5 gilt. Jarnik. 

Carath&odory, C.: Gepaarte Mengen, Verbände, Somenringe. Math. Z. 48, 4-26 
(1942). 

1. Eine Menge m heiße gepaart, wenn ihr eine bestimmte Teilmenge T der Menge 
aller Paare (2, y) mit Em, yEm zugeordnet ist; dabei heißen x und y zueinander 
konjugiert, in Zeichen zOy. Es ist T bzw. die durch T bestimmte Paarung fest- 
gelegt durch Angabe ihrer charakteristischen Funktion c(z), wobei c(z) die Menge 
aller yE m ist mit 2O y. Setzt man für jede Teilmenge a von m noch a'’=c(a)= JJc(x) 

zEa 


so gilt: bca>c(a)Sc(b) und a@a”= c*(a) = c(c(a)). Da die Teilmengen von m 
einen Verband bilden (alle hier betrachteten Verbände sollen „vollständig“ sein), so 
kann a=c(a) auch als Abbildung X’= F(X) eines Verbandes M, in sich aufgefaßt 
werden mit XCY>Y’EX, XCX” (jede solche Abbildung kann umgekehrt auf 
eine Paarung zurückgeführt werden). Es gilt: X’—= X””. Bezeichnet man XEM, als. 

normal bezüglich F, wenn X = F?(X) = X”’—= F(F(X)), so gilt für die Menge M 

der normalen Elemente: Es ist M = F(M,) und M ist ein durch F involu- 
torisch auf sich selbst abgebildeter Verband, dessen Einselement M mit dem 
von M, identisch ist, während für das Nullelement N gilt: N=F(M). — 2. Als 
Somenring wird bezeichnet eine Bcolesche Algebra, bei welcher Vereinigung und 
Produkt von unendlich vielen Elementen erklärt sind. Es gilt folgende Kennzeichnung 
der Somenringe, welche zugleich Verbände sind: Der Verband M mit dem Null- 
element » ist ein Somenring dann und nur dann, wenn (genau) eine in- 
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volutorische Selbstabbildung = F(&), &E= F(E) von M auf sich existiert, 
für welche aus jeder der 3 Gleichungen en=v, En=E&,n®=n die beiden 
übriger tolgen. Alsdann ist & das Komplement von &. — 3. Eine gepaarte 
Menge m heiße teilweise geordnet, wenn für je zwei konjugierte Elemente a, b 
mindestens eine der beiden Reihenfolgen („Bindungen“) von a und b ausgezeichnet 
ist, in Zeichen a b oder ba (oder beides gleichzeitig), wobei 2< x für jedes Em 
und »<y, yEz>xCz. Alle teilweise geordneten Mengen sollen hier mindestens 
ein kleinstes Element O enthalten. Ist n die Menge aller z€Em mit 2<0, so ist für 
beliebige a, db aus m jedes yEn gemeinsamer Teil von « und b. Sind umgekehrt alle 
gemeinsamen Teile von a und bin n enthalten, so heißen «a und brelativ prim. Für 
jede teilweise geordnete Menge m existiert jetzt eine (neue) „natürliche“ Paarung, 
erklärt durch „aOb, falls a und 5 relativ prim“. Diese (natürliche) Paarung wird 
so gekennzeichnet: Es sei eine Paarung von m gegeben, für welche mindestens 
eine der drei folgenden Behauptungen zutrifft: &) die konjugierten Rle- 
mente der Paarung können als relativ prime Elemente einer geeigneten 
teilweisen Ordnung von m gedeutet werden; ß) der Verband M der nor- 
malen Teilmengen von m bildet einen Somenring; y) aus aOb folgt 
c*(a)e?(d)=n und umgekehrt. — Dann geltenalle drei Behauptungen gleich- 
zeitig. Unter den in &) genannten (i.a. unendlich vielen) teilweisen Ordnungen 
von m (deren relativ prime Elemente die gleiche Paarung von m erzeugen) gibt es 
eine gesättigte, d.h. eine solche, welche die umfassendste Menge von Bindungen 
enthält. — 4. Faßt man die Elemente a, b,... einer gepaarten Menge m in Klassen 
zusammen, d.h. bildet man m homomorph auf eine Menge m ab, so werden dabei 
die normalen Teilmengen von m dann und nur dann sämtlich Urbildmengen von 
Mengen aus m sein, wenn für irgend zwei Urbilder x,, x, eines Elementes von m stets 


gilt c(z,) = c(%,); damit ist dann auch m gepaart derart, daß die Verbände M bzw. M 
der normalen Elemente von m bzw. m isomorph aufeinander abgebildet werden. Unter 
diesen Homomorphien ist diejenige ausgezeichnet, für welche die Urbildmenge eines 
jeden z,Em aus allen x’ besteht mit c(x’) = c(z,), wenn z,irgendein Urbild von zo, 
m.a.W. falls aus &(z)=c(y) (mit zeEm, yEm) folgt 2=y; in diesem Falle heiße die 
Paarung von Mm reduziert. Diese reduzierten Paarungen werden schließlich so ge- 
kennzeichnet: Dann und nur dann ist &(z) die charakteristische Funktion einer redu- 
zierten Paarung, wenn man jedem Paar verschiedener Elemente x, y aus m ein nicht 
in n enthaltenes Element 2 zuordnen kann, welches Teil des einen der Elemente z, % 
ist und relativ prim zum anderen. — Schließlich wird u.a. als Beispiel die Menge m 
der offenen Mengen z, y,... eines euklidischen Z, betrachtet, wenn zO y, falls der 
mengentheoretische Durchschnitt von x und % leer ist. Der dabei entstehende Somen- 
rirg der normalen Teilmengen ist einfachstes Beispiel eines vollkommenen Somenrings, 


dessen Elemente man nicht isomorph auf die Teilmengen einer festen Menge abbilden 
kann. Haupt (Erlangen). 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


© Kempisty, Stefan: Fonetions d’intervalle non additives, (Aetualites seient. et 
industr. Nr. 824. Ensembles et fonetions. Publies de A. Denjoy III.) Paris: Hermann & 
Cie. 1939. 62 pag. ffrs. 20.—. - | 

L’A. espone con bello stile, rapido e conciso, le teorie della derivazioue e integra- 
zione delle funzioni d’intervallo e le applica poi alla totalizzazione delle funzioni e 
alla quadratura delle superficie. Il Cap. I contiene le prime definizioni sui sistemi 
d’intervalli e i lemmi di Vitali e Burkill sulla copertura di un insieme. Nel Cap. II 
sono considerate le funzioni additive e semiadditive; l’integrale di Burkill, con 
applicazioni; gl’integrali superiori e inferiori di Burkill. II Cap. III & dedicato alla 
teoria della derivazione: derivata massima e minima; teorema della derivata nulla; 
teorema di Saks; teorema di Burkill sulle derivate d’una funzione d’intervallo lineare. 
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Alle funzioni a variazione limitata semi-additive, semi-regolarmente integrabili, con- 
tinue e alle derivate semi-regolari di una funzione a variazione limitata & volto il 
Cap. IV. Nel Cap. V sono studiate ed applicate le funzioni assolutamente continue. 
Nei Cap. VI e VII le cose dette sono volte allo studio della lunghezza delle curve e 
dell’area delle superficie date mediante un’equazione cartesiana (teoremi di Tonelli; 
calcolo dell’area mediante un passaggio al limite) ed a quello delle funzioni semi- 
regolarmente risolubili e risolubili e delle rispettive totali semi-regolari e totali. 
@G. Scorza Dragoni (Padova). 

Laboceetta, Letterio: Generazione geometriea delle funzioni discontinue di variabile 
continua. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 133—138 (1942). 

Durchläuft M eine Kurve, so hängt die totale Neigungswinkeländerung & der 
Geraden PM vom festen Punkt P ab. Durchläuft P eine andere Kurve, so ist & 
Funktion der die Lage von P kennzeichnenden Bogenlänge. Im Schnittpunkt oder 
Berührungspunkt beider Kurven weist diese Funktion Singularitäten auf. Verf. be- 
trachtet einfache Kurven (Gerade, Kreis, Parabel) und erzeugt so einige einfache, 
unstetige Funktionen (z. B. sgn x). @. Hajös (Budapest). 

Calkin, 3. W.: Funetions of several variables and absolute eontinuity. 1. Duke 
math. J. 6, 170—186 (1940). 

Verf. führt für die reellen oder komplexen Funktionen von n reellen Veränderlichen 
die Begriffe der wesentlichen und der linearen absoluten Stetigkeit ein; er vergleicht 
dann die wesentlich absolut stetigen (w. a. s.) Funktionen mit den Potentialfunktionen 
ihrer verallgemeinerten Ableitungen nach Evans [Rice Inst. Pamphlets 7, 252—329 
(1920) und Amer. J. Math. 50, 123—126 (1928)] und mit den absolut stetigen Funk- 
tionen nach Tonelli [Atti Accad. naz. Lincei, VI.s. 3, 633—638 (1926)]. Weiterhin 
stellt Verf. für die w. a. s. Funktionen und für die linear absolut stetigen (l.a.s.) Funk- 
tionen Eigenschaften auf, die bei der Untersuchung gewisser Fragen aus der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen und der Variationsrechnung nützlich sind. — 
Eine Funktion f(z1,..., %,), die in einem offenen Gebiet @ definiert ist, heißt be- 
züglich x; w. a. s., wenn 1) f(&,,..., &,) in@ meßbar und in fast allen n-dimensionalen 
abgeschlossenen in @ enthaltenen Intervallen summierbar ist; 2) es eine Funktion 
9£(%1, - - -, %„) mit den in 1) angeführten Eigenschaften gibt, derart, daß die Gleichung 


b, d,_ı dirı b, 
(1) ff flat, 2) 
e Ayzı 941 9m — 1; “00, Dp-1, Or, Ie+1> .., Zn)]Arı -drg-ıdarrı day 


b, b, 
++ [gelar, ..., S)dy -- dan 
“N 4, 


für alle abgeschlossenen n-dimensionalen Intervalle I: ,<2,<b, j=1,...,n), die 
in @ enthalten sind, gültig ist, wobei höchstens eine Familie von Intervallen auszu- 
schließen ist, derart, daß der Punkt (a,,...,@%, 1, ...., d,) in einer Menge vom Maße 0 
der vom gleichen Punkt beschriebenen Menge liegt, wenn I frei in @ bewegt wird. 


f 


Hingegen heißt f(z,,..., z,) l.a.s. in @ bezüglich x;, wenn / und summierbar in 
'k 


jedem n-dimensionalen abgeschlossenen in @ liegenden Intervalle I sind, und wenn 

für jedes in @ liegende I f(&,,..., &,) absolut stetig bezüglich x; für fast alle Punkte 

des Bereichs ,<2,<b, v=1,..,„k-1l,k+1l,..,n) ist. — Ist Ha 

w.a.s. bezüglich ©; in @ und g.(2,, .. ., 2,) eine Funktion, für die 1) erfüllt ist, 

dann hängt die Mengenfunktion I(Z; f, k) =/. . - [9(&ı, u Z)da, = da,, die 
E 


für jeden beschränkten und meßbaren Teil von G, der vom Rand von @ einen positiven 
Abstand hat, definiert ist, lediglich von / und nicht von g; ab; die im Lebesgueschen 


‘ Sinne verstandene Ableitung von I(Z;/,k) ist die verallgemeinerte Ableitung D,, f 
_ von f bezüglich z,.. Selbstverständlich fallen D,,/ und g; fast überall in @ zusammen. 
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Weiterhin beweist Verf. einige Sätze, die ihm zwei notwendige und hinreichende 
Bedingungen dafür auszusprechen gestatten, daß eine in @ definierte Funktion 
M&ı,---,%) w.a.s. bezüglich Ups Urgy on, TR, sei. Die erste Bedingung lautet: 
/(&1,-..,%,) muß in @ äquivalent (d.h. fast überall gleich) einer in @ bezüglich 
Up» Uhse +, Tr, l.a.s. Funktion sein. Die zweite besagt, daß p in @ meßbare und 
auf jedem n-dimensionalen abgeschlossenen in @ liegenden Intervall I: ,<en,<b, 
4=1,...,n) summierbare Funktionen Ir» +, Ir, eXistieren und es für jedes / eine 
Funktionenfolge f,, f,... der Klasse C’ in / im Sinne von Whitney (dies. Zbl. 8, 
249) gibt, so daß gilt: 


Be | 
‚im -fr-u+ Zn 2% 


a i=1 


U 


1 n 
Ist diese Bedingung erfüllt, so ist 9%, äquivalent mit D,,‚f. In der angeführten Be- 
dingung kann die Voraussetzung, daß fı, fs,... der Klasse C’ angehören soll, durch 
die andere ersetzt werden, daß fı, fs, -.. l.a.s. bezüglich 17 OBERE im Innern 
von I und in / samt ihren partiellen Ableitungen nach zx;,,..., 2;, summierbar sein 
sollen. Als Funktionen der Klasse ® in @ bezeichnet Verf. die in @ bezüglich x,,.... ., 2 
w.a.s. Funktionen, als Klasse ®’ die der bezüglich x,,..., 2, l.a.s. Funktionen und 
schließlich als Klasse ®’ die Gesamtheit der stetigen Funktionen aus ®’. — Für n = 2 
fällt ®” mit der Klasse der absolut stetigen Funktionen im Sinne von Tonelli zu- 
sammen. Eine Funktion zweier Veränderlicher gehört genau dann zu ®, wenn sie 
Potentialfunktion ihrer eigenen verallgemeinerten Ableitungen ist; eine in @ vor- 
gegebene Funktion gehört genau dann zur Klasse P, wenn sie einer Funktion der 
Klasse ®’ äquivalent ist; die Differenz zweier Funktionen aus ® mit den gleichen 
verallgemeinerten Ableitungen ist äquivalent einer Konstanten. Schließlich gehört 
f(z1; -- -, %,) genau dann zur Klasse P, wenn es n in @ meßbare und in jedem in @ 
enthaltenen n-dimensionalen Intervall I: a, <x,<b, j =1,...,n) absolut integrier- 
bare Funktionen g,,...,9„ gibt, und ferner für jedes derartige Intervall eine einer 
Lipschitz-Bedingung genügende Funktionenfolge f,, fs, .... gefunden werden kann, so 


daß gilt: bb, * hr 
: Bere 
m [fr BD 

LA a, k=1 


Eine Funktion der Klasse ® (P’ oder P”) in einer offenen Menge G,;m des 
SnımE (I15 - - -» Ins Yıs -- -» Ym) gehört zur Klasse BP (P’ oder ®”) als Funktion 
von (Y1> -::, Ym) für fast alle Projektionspunkte (2), ».., 2%, 0, ..., 0) von Gn4m- 
Ist f(x}, .. ., 2.) eine Funktion aus ® in @, R eine meßbare Menge aus G, & eine 
Zahl >1, so wird gesetzt: « 


D.1,9=|.-[( Z1D,,1P) and, 2x, m=[- [ran dad DeU,B; 
R k=1 R 


D,(f, R) und D,„(f, R) können dabei auch unendlich groß sein. Ist D,(f, R) endlich, 
so gehört f zur Klasse B, bzw. zu P,, P&, wenn / zu ® bzw. P’, PB gehört. Verf. 
beweist, daß, wenn f in dem abgeschlossenen Gebiet @ zur Klasse ® (P’ oder ®”) 
gehört, und D,(f,@) endlich ist, dann D,„(f, R) für jeden offenen Teil von @, dessen 
abgeschlossene Hülle noch zu @ gehört, ebenfalls endlich ausfällt. In der nachstehend 
besprochenen Arbeit von Morrey wird gezeigt, daß in diesem Satz R=@ gesetzt 
werden darf; Verf. beweist diese Tatsache nur für den Fall, daß @ ein offenes n-dimen- 
sionales Intervallist. Notwendig und hinreichend dafür, daß eine Funktion /(#1, ..., 2.) 


han an = 


der Klasse ®, in @ angehöre, ist, daß das Integral j ... [ fdzı--- da, endlich sei. 
G . 
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und sich n Funktionen 91,...,9m finden lassen, die mitsamt |g,|%, . . ., |Mm|* in @ 
summierbar sind, und zu denen ‚ich für jedes n-dimensionale Intervall 7 aus @ Funk- 
tionen fi, fs... angeben lassen, deren jede einer Lipschitzbedingung in I genügt 
oder im Innern von / der Klasse BP, angehört, so daß gilt: 


(2) „im a|- ai zun. +DI]a- za I + dm —0. 


Gehört f zur Klasse Wr, so kann man eine ganz entsprechende notwendige und hin- 
reichende Bedingung angeben, in der f}, fg, ... einer Lipschitzbedingung genügen und 
an die Stelle von (2) die folgende Beziehung tritt: 


ei Ai 13 


Weiterhin gilt der Satz: Ist für die Folge f},fg,... von Funktionen der 

Klasse B, in @ der Grenzwert lim D,(— !,, @)=0, so gibt es in @ eine Funktion f 
2,42% 

der Klasse P% derart, daß lim D,(f—/,,@)=0 gilt. Hieraus folgt, daß PB, ein 
1>o© 

Banach-Raum ist, wenn äquivalente Funktionen identifiziert werden. Analog gilt: r 

für die Funktionenfolge f, , fs, ... der Klasse BP, in @ die Br im D, (»—-/:D= 


gültig für jedes in @ liegende abgeschlossene n-dimensionale Intervall /, so gibt es eine 
Funktion faus ®’ in @, und aus P, in jedem offenen Teil R von G, ee abgeschlossene 


Hülle zu @ gehört, derart, daß lim D,(f — f,; R)=0 gilt. Sind darüber hinaus die 
Funktionen f}, fg, . .. gleichmäßig stetig, und gehören sie in jedem Intervalle / zur 


Klasse ®’”, so konvergieren sie in jedem derartigen Intervall gleichmäßig gegen eine 
Funktion der Klasse ®”. @G. Scorza Dragoni (Padova). 


GE — Bali dm =). 


Morrey, jr., €. B.: Funetions of several variables and absolute eontinuity. 2. Duke 
math. J. 6, 187—215 (1940). 

Die Arbeit schließt sich an die vorangehend besprochene von Calkin an; es werden 
die gleichen Bezeichnungen verwendet. Verf. beginnt mit dem Begriff der Trans- 
formationen k-ter Klasse einer Menge T des Raumes (y,,..., 4n) in eine Menge 8 
des Raumes (%,,..., %,). 6 sei eine Abbildung von T in $ und werde durch die Glei- 
chungen %,=2,(Y1, : - .» Yn)» J=1,..., n beschrieben; 0 heißt von k-ter Klasse, wenn 
sie stetig und eineindeutig ist, und wenn die Funktionen z,(Yı,. . ., 4„) und ihre Um- 
kehrfunktionen in jedem abgeschlossenen Teilbereich von 7 bzw. S einer Lipschitz- 
bedingung genügen; sind x,(%4, . . ., 4„) und ihre Umkehrfunktionen sogar in ganz T 
bzw. S einer Lipschitzbedingung unterworfen, so heißt 0 regulär. Hierauf erweitert 
Verf. den Satz über die Ableitung zusammengesetzter Funktionen auf die verall- 
gemeinerten Ableitungen einer Funktion, die mittels einer Funktion f(z,,..., 2„) der 
Klasse B bzw. B” und mittels der eine Ableitung k-ter Klasse definierenden Funk- 
tionen 2,(%ı,. . ., Yn) zusammengesetzt ist; dann gehört auch die zusammengesetzte 
Bunktion Holy nn Ye 4,)) zur Klasse ® bzw. ®”’, und ihre ver- 


n 
allgemeinerte Ableitung nach y; ist gleich I) En D,,f, wobei für die Gültigkeit dieser 
k 
i=1 


letzten Gleichung vorausgesetzt werden soll, daß die z,(Yı, . . ., Y„) total differenzierbar 
seien. Verf. beweist, daß eine in einem offenen Gebiet @ zur Klasse ® gehörige Funk- 
tion einer Funktion der Klasse ®’ in @ äquivalent ist, welche bezüglich jedes aus dem 
ursprünglichen, mittels einer Transformation k-ter Klasse hervorgehenden Koordinaten- 
systems ebenfalls zu ®’ gehört. Hierauf definiert Verf., was unter den Randwerten 
einer in @ zu ® bzw. ®B’ gehörigen Funktion auf dem Rand @* eines offenen Gebietes @ 
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zu verstehen sein soll; diese Frage ist nicht trivial, da eine Funktion aus ® bzw. P’ 
nicht stetig ist. Verf. beantwortet die Frage unter der Annahme, daß @ von k-ter 


Klasse sei, d.h. im wesentlichen, daß = @ -+@* durch eine endliche Anzahl von 
Mengen überdeckbar sein soll, die aus einer n-dimensionalen Kugel oder Halbkugel 
durch eine Transformation der k-ten Klasse entstehen; er stützt sich dabei wesentlich 
auf zweckmäßige Fassungen der Konvergenz im Mittel. Ist f(x,,.... ., 2.) eine Funktion 


aus P, in einem Gebiet der Klasse X, so gibt es eine in @ Lipschitzsche Funktionen- 
folge fı(81, - - Zn), Falkı, .-. &n), . . . mit lim (/, — /,G) = 0 und weiter eine Funk- 
>90 


tion 9(21,..., 2„) der Klasse Z, in @* derart, daß f,, fa,.... auf @* iin engeren Sinne 
L,-konvergieren gegen @; @ besitzt noch weitere Eigenschaften, die wir nicht wieder- 
geben; @ stellt die Randwerte von f auf @* dar. Weiterhin dehnt Verf. die genannten 
Begriffe auf willkürliche beschränkte Bereiche aus, wobei er eine von Courant- 
Hilbert, Methoden der mathematischen Physik II, Kap.7, $ 1 (dies. Zbl. 17, 397), 
verwendete Methode verfolgt. Weiter untersucht Verf. die Familien und Funktionen- 
folgen der Klassen ®, (x =1) und ®. Er führt den Begriff der schwachen Konvergenz 
in Übereinstimmung mit den entsprechenden Begriffen in einen Banachraum ein (wie 
oben gesagt, kann P, als Banachraum gedeutet werden). Eine Familie von Funk- 
tionen {2(2,,..., 2,)}, für die die Größen D,(2,@) gleichmäßig beschränkt sind, ist 
bezüglich der schwachen Konvergenz kompakt, wenn x >1l ist. Dies gilt auch noch, 
wenn & =] ist, unter der zusätzlichen Voraussetzung, daß die Funktionen der Familie 
gleichmäßig absolut stetig sein müssen. Ist @ von k-ter Klasse, so zieht die schwache 
Konvergenz von 2,],25,... gegen zim Raum ®, die stetige Konvergenz im Raum L, 
der z, gegen zin @ und der Randwerte von 2, gegen diejenigen von z auf G* nach sich. 
Schließlich gibt Verf. mehrere hinreichende Bedingungen für die Kompaktheit einer 
Funktionenfamilie im Raum ®, an. @. Scorza Dragoni (Padova). 


Lebesgue, Henri: Une fonetion continue sans derivee. Enseignement Math. 38, 
212—213 (1942). 

Remarquant que la fonction de Weierstrass conviendrait mal pour un enseigne- 
ment &lementaire, l’A. se propose d’ame£liorer cet exemple qui, dit-il, „utilisant le 
developpement en serie de Fourier, a le grand avantage, de montrer que des fonctions 
non derivables peuvent se presenter au cours d’un calcul d’allure tout & fait normale‘“. 


Soit, par exemple, la fonction, &videmment continue, f(x) = 3 sin, 
on &: oo al 

17#: 2 E 2 
Be = Ye -+h) — f(ia)] = > 5n7, [sin 2" (& + h) — sin?" «]. 


1 
L valeur absolue de la somme des m — 1 premiers termes de (1) et au plus 
m—1 m—\ 
= Var ee air 
1 1 


car chaque terme "’-n est inferieur & la moitie du suivant. Donnant & A les quatre 


_ 37 —3n ee 2 
valeurs h,= zur se = nn ‚= mir > Br: Gmiri » (1) se reduit & ses m premiers 


termes et la valeur absolue du mi®me est au moins 2m’-m+1:37, soit pour h, et h,, soit 
. [4 [4 r 
pour h, et hy, avec tel signe que nous voudrons. En resume, on aura: 


I fie + h) — f@)}| > ar m+1:30 — gm!—3m+3, 


La fonction f(x) n’a done en aucun point une derive determinee, ni finie, ni infinie, 
Frederic Roger (Paris). 
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Kimball, W. S.: Partial derivatives of derivatives. 1. The partial derivatives of 
the slope of a straight line. Philos. Mag., VII. s. 30, 190—222 (1940). 

Verf. ist der Ansicht, eine neue Definition des Differentialquotienten gefunden 
zu haben, welche er als Definition des Physikers der klassischen Definition des Mathe- 
matikers gegenüberstellt. Er versucht, den Unterschied beider Begriffsbildungen und 
die Vorteile seines neuen Begriffes an Hand von Linienintegrale betreffenden Bei- 
spielen klarzulegen. Ref. ist nicht imstande, einen Unterschied der Begriffe feststellen 
zu können oder in der Begriffsbildung etwas Neues aufzufinden. @. Hajos. 


Allgemeine Reihenlehre: 


Lösch, Friedrich: Über die restringierte Limitierung von Doppelfolgen nach den 
Verfahren von Cesäro, Hölder und Euler-Knopp. Math. Z. 48, 105—127 (1942). 

In der vorliegenden, Herrn K. Knopp zum 60. Geburtstag gewidmeten Arbeit 
greift Verf. z. T. auf die Dissertation des Jubilars zurück, indem er einige dort für 
die gewöhnliche Limitierung von einfachen Zahlenfolgen erzielte Ergebnisse auf die 
restringierte Limitierung von Doppelfolgen überträgt. Eine Doppelfolge (s,,) heißt 


nach C.N. Moore ‚restringiert konvergent“ zum Wert s (in Zeichen: [lim] Mund 
u,v>o0 


wenn für jedes 9 aus O<P®<I1 die s„, mit (l) d9v<u<v/d den einzigen Häu- 

fungswert s besitzen; sie heißt „‚restringiert {A, BY\-limitierbar““ zum Wert $ (in Zeichen: 

{4, B}-[im] s„„=$), wenn für ihre {A, B}-Transformation $,,n= 2) > Am uLnrSur; 
uU, v>00 ws 

die ihr mittels zweier den Toeplitzschen Bedingungen genügender Dreiecksmatrizen a, „ 


und d„,„ zugeordnet wird, die Beziehung [lim] Sn = S besteht. Verf. führt darüber 


M,N>O 
hinaus den Begriff der restringierten Beschränktheit ein. Die Doppelfolge s,, heißt 
„testringiert beschränkt“, wenn der größte Häufungswert der Beträge aller der s,,, 
deren Indizes den Ungleichungen (1) genügen, für 9,0 unterhalb einer endlichen 
Schranke bleibt; entsprechend heißt s,, „restringiert {A, B}-beschränkt“, wenn ihre 
{A, B}-Transformation S,,„ restringiert beschränkt ist. Die restringierte Konvergenz 
(bzw. {4, B}-Limitierbarkeit) zieht die restringierte Beschränktheit (bzw. {A, B}- 
Beschränktheit) nach sich. Es werden zunächst drei Permanenzsätze bewiesen von 
der gemeinsamen Form: Eine restringiert konvergente Doppelfolge s,, ist 
dann und nur dann auch restringiert {A, B}-limitierbar, wenn sie restrin- 
giert{A, B}-beschränktist. IstdieDoppelfolge s,„zugleichrestringiertkon- 
vergent und restringiert{4, B}-limitierbar, so gilt {4, B}-[lim]s,„=[lim]s,,. 
Dies wird im einzelnen bewiesen: 1) für die Cesäroschen Verfahren, wenn A=(,, B=(, 
(r,s ganz 0) und (C,)= [? ” R & Ä .n h) / (2 n 2 ) gesetzt wird; 2) für die Hölderschen 
Verfahren, wenn A=H,, B=H, (r, s ganz >0), (H,) = (w#),) mit der rekursiven 


5 m pi 
Beziehung i m 1 fü 

w _ (p-D © _ 2 . en 
Um me" um (p=1,2,...) 
ist; 3) für die Euler-Knoppschen Verfahren, wenn A=E,, B=E, (r,s ganz >0) 
und (Z,) = (7) (2? — Im-ejppm (p=0,1,2,...) ist. — Schließlich wird der Knopp- 
Schneesche Satz von der Äquivalenz der C- und H-Verfahren gleicher Ordnung auf 
die restringierte Limitierung von Doppelfolgen übertragen: Eine restringiert 
(C, r, s)-limitierbare Doppelfolge s,, ist dann und nur dann auch restrin- 
giert (H, r, s)-limitierbar, wenn sie restringiert (H,r,s)-beschränkt ist, 
entsprechend umgekehrt (r,s ganz >0). Ist die Doppelfolge Sa» zugleich 
restringiert (C,r, s)- und (H,r, s)-limitierbar, so gilt 


(©, r, s)-[im]s., = (H, r, s)-[im] Bun 


- 
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Hiernach bleibt für restringierte Limitierung die Äquivalenz wenigstens in demselben 
abgeschwächten Sinne wie bei gewöhnlicher Limitierung von Doppelfolgen bestehen. 
Garten (Leipzig). 
Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 

Foä, Alberto: Sulla sommabilitä assoluta (C, &) delle serie di Fourier di una fun- 
zione sommabile LP con p>1. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. 
Ital. 152—153 (1942). 

Die Resultate der vorliegenden Note finden sich bereits in früheren Arbeiten des 
Verf. (siehe dies. Zbl. 20, 112; 23, 220; 25, 159). L. Cesarıi (Pisa). 

Wang, Fu-Traing: A note on the summability of lacunary partial sums of Fourier 
series. Quart. J. Math. 12, 57—60 (1941). 

/(z) sei eine periodische Funktion der Periode 27, die im Intervall (0, 2x) Z-inte- 
grierbar ist, und S,(z), n=0,1,2,... seien die Partialsummen ihrer Fourierreihe. 
A. Kolmogoroff [Fundam. Math. 4, 324—328 (1923)] hat die Existenz einer Funk- 
tion f(x) bewiesen, für die die Folge (*) S,:(2), n=1,2,..., fast überall divergiert. 
Z. Zalewasser (dies. Zbl. 15, 255) hat hingegen festgestellt, daß für jede Funktion f(x) 
die Folge (*) fast überall gegen die Funktion f(x) (C, 1)-konvergiert; Verf. rundet 
dieses Ergebnis durch den Beweis ab, daß für jede Funktion f(x) und für jedes 0o<«=1 
die Folge (*) fast überall (C, &)-konvergiert. L. Cesari (Pisa). 

Sieardi, Franceseo: Sulla convergenza in media di talune serie di funzioni reali di 
quadrato sommabile. Atti Accad. Sci. Torino 76, 531—540 (1941). 

{pn(2)} sei ein vollständiges orthonormiertes System reeller, in 7 quadratisch 
summierbarer Funktionen: 


[pnpmde=0 (n+m); [p}de =1 (nl 
7 T 


{v„(z)} stelle eine weitere Folge reeller, in 7 quadratisch summierbarer Funktionen 
dar, welche den Bedingungen 


[onYmdz —=(, [pnPndz = 1-4, > Ion — dr < +0 
Y 7" n=1T 


(m=1,2,..,n—]; Da) 
genügen. Verf. beweist: Ist /(x) eine in 7 quadratisch summierbare Funktion und 
ist die Folge der Konstanten {c,} durch das rekurrente System 


n—1 
[tp1de or [tond =) c,[Ypnd +% RN 
T T v»=1lT - 


erklärt, dann ist lim f 
— 


n ze N 
/() 2% (2) 
vergiert im Mittel zweiter Ordnung gegen (x). Giovannı Sansone (Firenze). 


Spezielle Orthogonalfunktionen : 


Mogno, Roberto: Nota su una formula approssimata per il caleolo din! Metron 14, 
409—411 (1941). 
Es wird bewiesen, daß der vom Verf. angegebene (Su una formula approssimata 
per il calcolo din! e le sue applicazioni [Metron 14, 67—77 (1940)]) Näherungswert für n!, 
1 


2 Sr 
dz=0, d.h. die Reihe > c,y,(x) kon- 
v=1 


n!m n.e-". Yan -{i +) 
unterhalb von n! liegt. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 
Sansone, G.: Su una immediata limitazione delle derivate dei polinomi di Legendre. 
Boll. Un. Mat. ital., II.s. 4, 145—147 (1942). oo 
Geht man von der Formel (1 — 2x1 + 1?)Y? = Prua)e lz2[|<1, || <1 aus, 
n= 


so kommt man üblicherweise (vgl. z. B. M. Picone, Appunti di analisi superiore 1940, 
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S. 237; dies. Zbl. 24, 23) durch k-malige Ableitung nach x zu 

(1) VRR ee a 
i n=0 


und hieraus für 2 = 1 zur Abschätzung |P®(z)|<|PP(1)| <n**k!, ((e|=1). 
Hierzu ist der Nachweis der gleichmäßigen Konvergenz der rechten Seite von (1) 


n 
2 
bei festem tin |x| < 1 erforderlich. Verf. erbringt ihn elementar so: In P, (x) PH NEN 
‘=o 


Biela = 20, LH 22878 en). (ve ‚ also konvergiert die rechte Seite von (1) 
für |£| <} gleichmäßig in x. Harald Geppert (Berlin). 

Leemans, J.: Sur les fonetions de Bessel. Mathesis 54, 242—261 (1940). 

Der erste Teil der Arbeit enthält Integrale, deren Integranden aus Zylinder- 
funktionen, Produkten von Potenzen, Logarithmen und Zylinderfunktionen oder auch 
Produkten von Zylinderfunktionen gebildet sind. Im zweiten Teil sind Integrale an- 
gegeben, die sich durch Zylinderfunktionen ausdrücken lassen. Die mitgeteilten Er- 
gebnisse werden durchweg mittels partieller Integration und ähnlicher elementarer 
Hilfsmittel gewonnen. Gran Olsson (Trondheim). 


Straubel, Rudolf: Unbestimmte Integrale mit Produkten von Zylinderfunktionen. 
Ing.-Arch. 13, 14—20 (1942). 
In dieser Mitteilung werden Integralbeziehungen und Integrale mit Produkten 
h von Zylinderfunktionen für proportionales Argument angegeben, während die frühere 
Mitteilung ähnliche Beziehungen für gleiches Argument enthielt (dies. Zbl. 26, 116). 
Gran Olsson (Trondheim). 
Funktionentheorie: 


@ Knopp, Konrad: Funktionentheorie. 2. TI.: Anwendungen und Weiterführung 
der allgemeinen Theorie. 5., neu bearb. Aufl. (Samml. Göschen. Bd. 703.) Berlin: 
Walter de Gruyter & Co. 1941. 130 S. u. 7 Fig. geb. RM. 1.62. 

Die Überarbeitungen zur 5. Auflage des bewährten Büchleins betreffen die Be- 
stimmung des Exponentialfaktors in der Produktdarstellung des Sinus ($. 28), einige 
Zusätze über die Gammafunktion (S. 47—49) und eine völlige Umgestaltung des $ 14 
über Stetigkeit und Differenzierharkeit bei algebraischen Funktionen. Ullrich. 

Sz. Nagy, Gyulä: Über einen Satz von J. Dieudonns. Mat. termeszett. Ertes. 60, 
700—714 u. dtsch. Zusammenfassung 715—716 (1941) [Ungarisch]. 

In Erweiterung eines Ergebnisses von J. Dieudonn& [Ann. of Math. (2) 31, 79 
bis 116 (1930)] beweist Verf. den folgenden Satz: /(z) sei eine, für reelle z reellwertige, 
ganze Funktion vom Geschlecht O oder 1 mit nur reellen Nullstellen; ax, a,,ı bezeichne 

zwei aufeinanderfolgende Nullstellen vom Abstand <2R, R>0. Ist Q eine weitere 
ö beliebige reelle Konstante, so betrachtet man die Funktion F(2)=/(2) -exp[(Q+iR-))z] 
e und deren Ableitung F’(2). Jede imaginäre Nullstelle von F’(z) liegt oberhalb der 
reellen Achse, und folgende Bereiche der oberen Halbebene enthalten genau eine 
imaginäre Nullstelle von F’(z): 1) der Halbkreis über a,a,,ı; 2) der kleinere Abschnitt 
eines Kreises mit Halbmesser R und a,a;, als Sehne; 3) der Bereich, der von axa;.ı 

und einem Bogen der bizirkularen Quartik 


*) {ae + yy + le a4)? + Ye Riynı 
| begrenzt wird. (*) begrenzt einen endlichen Bereich, der keine Nullstellen von F’(z) 
A enthält, selbst wenn aya,,ı > 2R ist. Harald Geppert (Berlin). 


© Ghermaneseu, Michel: Les eombinaisons exceptionnelles des fonetions entidres 

et les fonetions algebroides. (Actualit&s seient. et industr. Nr. 889. Exposös sur la thöorie 
des fonetions. Publies par Paul Montel. XV.) Paris: Hermann & Cie. 1940. 35 pag. 
Zusammenstellung einiger Hauptpunkte aus Montels Theorie der linearen Scharen 
über einer Basis von k + 1 ganzen Funktionen, über die Anzahl der darin enthaltenen 


ie 
7 
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Ausnahmeverbindungen; Anwendung dieser Dinge bei der Untersuchung der Anzahl 
der Picardschen Ausnahmewerte einer k-deutigen Algebroiden — besonders unter Bezug 
auf Linearabhängigkeit der (ganzen) Koeffizienten g,(z) in der definierenden Gleichung 


k 
D! 9.(z) w“=0 der Algebroide. Verf. hat an einigen Punkten Verbesserungen anbringen 


»=0 
können. Literaturübersicht. Ullrich (Gießen). 
Helmer, Olaf: Theorems of the Picard type. Duke math. J. 6, 38—47 (1940). 
Verf. behandelt den Grenzexponenten der Nullstellenfolge für Linearkombina- 
tionen A(z)f(2) + B(z)g(z) von zwei ganzen Funktionen /,g mit ganzen (wachstums- 
kleineren) A, B. Die Ergebnisse sind ebenso wie die Methoden längst bekannt und 
weit überholt. Dem Verf. ist die Literatur unbekannt. [Vgl. vorstehendes Referat und 
die dort genannten Arbeiten. Ferner H. Cartan, Ann. Ecole norm. sup., III. s. 45, 
255—8346 (1929); P. Osillag, Math. Ann. 100, 367—383 (1928); G. Valiron, dies. 
Zbl. 19, 419, um nur einiges zu nennen.] Ullrich (Gießen). 
Shah, S. M.: On integral functions of perfeetly regular growth. J. London Math. 
Soc. 14, 293—302 (1939). 
Eine ganze Funktion g(z) der endlichen Ordnung o heißt nach Verf. von voll- 
kommen regelmäßigem Wachstum, wenn der bei der Bestimmung ihres Wachs- 
tumstypus t gewöhnlich erscheinende limsup sogar als lim vorhanden ist: 


T=imeHeN, 
r? 
Verf. belegt durch Beispiele, daß daraus nicht die Existenz von 
Im) 
re 


(n(r, 0) = Nullstellenanzahl von g) zu folgen braucht; auch die Umkehrung kann 
widerlegt werden. Ullrich (Gießen). 
Herv&: Sur quelques applications de la notion d’ordre pr&eise. Bull. Sci. math., 
II. s. 66, 17—24 et 3148 (1942). 
Gelfond (voirGontcharoff,ceZbl. 18,74) a montre qu’une fonction entiere d’or- 


dre fini 0, 0>$, ayant une indicatrice de Lindelöf %(0) finie dans Pangle |0] < er 
et telle quehl—+ 2 <.z, est identiquement nulle si elle s’annule aux points a,—=n!\/e, n. 


entier positif. L’A., employant la m&me methode, etend le resultat au cas oü l’on 
remplace les nombres o par des ordres precises generaux (voir Valiron, Lectures 
on the general theory of integral functions, Cambridge 1923, 64—67), ordres ne ten- 
dant pas necessairement vers l’ordre lorsque la variable croit indefiniment. Il donne 
d’abord, pour ces ordres o () (on a limo(x) = 0, limo (x) = ß) des propositions eten- 
dant les proprietes des ordres Z (pour lesquels $ = o). Il montre que: Si o(x) est 
tel ue ß>4,o<4ß, si f(z) est holomorphe et d’ordre inferieur ou egal a o pour 
jargz| <y avec 2ßy >, si lindicatrice de /(z), soit h(6), relative & cet ordre, ne 
prend pas la valeur + oo au voisinage de d = 7, 


bre oe <p=4ß, tel que ) 
o(r 
h(0) <a lim 


r=% ine 


et + 37 ‚et s’ıl existe un nom- 


cos | Pe 
p 


7 
20 2B- 


p 
alors, f(z) est identiquement nulle si f(a,)=0, „=o(n),n=1,2,..., o(x) etant 
la fonction inverse de z2(®), Des cas particuliers sont etudies. L’A. generalise d’une 
facon analogue des theoremes de Ganapathy Iyer (voir ce Zbl. 14, 25, 267). Il 
compare ensuite les resultats obtenus par les deux meöthodes: celle de Ganapathy 


Iyer demande une v£rification de condition difficile & effectuer et serait moins feconde 


que celle de Gelfond. @G. Valiron (Paris). Re 


2 
ea 

K 
nie. 
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Ganapathy Iyer, V.: The Phragmen-Lindelöf theorem in the eritieal angle. J. Lon- 
don Math. Soc. 14, 286—292 (1939). 


In einem Winkelraum ® der Breite sei g(z) regulär, auf dem Rande beschränkt 


20 

<@; innen gelte für das Betragmaximum 
k = lim ta) < 00; 

r 


k=0 sichert die neuere Fassung des Phragm£n-Lindelöfschen Satzes: |g| ist dann 
in ® überall <G@. Ist aber k>0, so kann durch Zusatzannahmen über |g(z,)| in 
einer passenden, nicht zu dünnen Punktfolge 2„—oo in ® Gleiches erzielt werden. 
Verf. gibt darüber einen Satz, der sich auf die Verteilung der argz, anwenden läßt; 
in dem angenommenen Fall der Verknüpfung von Winkelbreite und Potenzexponent 
in r° brauchen diese nicht dicht zu liegen, wie bei früheren Untersuchungen des Verf. 
(dies. Zbl. 19, 221). — Die Arbeiten von Junnila (dies. Zbl. 15, 215) sind übersehen, 
in denen die Fragestellung eingehendst behandelt wird. Ullrich (Gießen). 

Dufresnoy, Jaeques: Sur les eereles de remplissage des fonetions meromorphes. 
©. R. Acad. Sci., Paris 214, 467—469 (1942). 

Aus einem Satze seiner These [Ann. Ecole norm. sup. 58, 179—259 (1941); dies. 
Zbl.25, 322], der den sphärischen Flächeninhalt einer Riemannschen Fläche bei 
Scheibensatzvoraussetzungen schätzt, gewinnt Verf. eine Schätzung der Kugelab- 
leitung der erzeugenden, gebrochenen Transzendenten und von da aus Zugänge zu 
Eigenschaften im Ideenkreis der cercles de remplissage. Ullrich (Gießen). 

Wolff, J.: Domaines d’univalence et d’ötoilement des fonetions holomorphes & 
partie reelle positive dans un demi-plan. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 
1210—1213 (1941). 

C(A, u) bezeichne diejenige Klasse von Funktionen mit positivem Realteil in der 
rechten Halbebene, für welche A die Winkelableitung ist, also w(z) = Az + H(z) und 
u —-lim « -RH(z-+iy); es ist A>0, 0<u=0; doch werde im folgenden die 


Gleichheit ausgeschlossen. Verf. zeigt, daß alle Funktionen der Klasse O(A, u) die 
Halbebene x >y# sternig in bezug auf oo abbilden (also schlicht) und daß das nur bei 


w(z) = Az + En —o<k<o 


2 — ki 
die größte Halbebene dieser Art ist. Ullrich (Gießen). 

Ferrand, Jacqueline: Sur les conditions d’existence d’une derivee angulaire dans 
la representation conforme. C. R. Acad. Sci., Paris 213, 638—640 (1941). 

Ein Z-Gebiet A mit erreichbarem Randpunkt über oo, dessen konforme Abbildung 
&={£(2) in eine rechte 2-Halbebene mit o0+>oo untersucht wird, heißt tauglich, 
wenn die Winkelableitung lim£(z):z, bei Annäherung zoo im Winkel, vorhanden 
und von 0, oo verschieden ist [Grootenboer, Diss. Utrecht 1932 und Bull. Soc. Math. 
France 61, 128—140 (1933); vgl. dies. Zbl. 7, 121]. Dafür ist hinreichend, daß A ein 
taugliches Gebiet A, enthalte und selbst in einem solchen A, enthalten sei. Verf. 
konstruiert spezielle A, und A, und kommt durch deren geometrische Kennzeichnung 
zu neuen hinreichenden Bedingungen für die Existenz der Winkelableitung, die etwas 
weiter sind als die von Grootenboer und früheren Verff. gegebenen. Näheres muß 
bis zur Veröffentlichung in extenso zurückstehen. — Vgl. auch dies. Zbl. 25, 260. 

Ullrich (Gießen). 
Wolff, J.: La representation conforme au voisinage d’un point frontiere. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 169—170 (1942). 

Der bekannte Satz über die Stetigkeit der Abbildungsfunktion in einem erreich- 

baren Randpunkte wird durch eine einfache Wendung des Beweises auf Primenden 


erweitert: Winkelgrenzwert ist der im Primende enthaltene erreichbare Randpunkt. 


Ullrich (Gießen). 


See A ee u 


“ 
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Rengel, Ewald: Verzerrung des Randes bei schliehter konformer Abbildung. 1. 
Dtsch. Math. 6, 370—378 (1942). 

Rengel, Ewald: Verzerrung des Randes bei sehliehter konformer Abbildung. 2. 
Dtsch. Math. 6, 379—393 (1942). 

Das Äußere des Einheitskreises werde schlicht und normiert abgebildet, in ein 
Gebiet U, dessen Komplement OU sei. Enthält CU gewisse, in bezug auf eine Achse 
symmetrische Bestandteile (z. B. Kreis, Ellipse, Kreisbogen, in II auch eine Strecke 
senkrecht zur Symmetrieachse), so lassen sich daraus quantitative Folgerungen über 
den Durchmesser des Bildrandes auf der Symmetrieachse herleiten, teils als Schät- 
zungen, teils als scharfe Schranken. So folgt z. B.: Die Äußeren zweier Ellipsen, &, 
und €,, sind dann und nur dann schlicht normiert ineinander abbildbar, wenn für 
die Halbachsen a, + b, = a, + b, gilt. Verwandte Aussagen für die Abbildung von 
|z2| < 1 und von zweifach zusammenhängenden Gebieten. Ullrich (Gießen). 

Monna, A.F.: Sur quelques inögalites de la th&orie des fonetions et leurs generali- 

sations spatiales. 1. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 43—50 (1942). 

Monna, A. F.: Sur quelques inegalites de la theorie des fonetions et leurs gönörali- 

sations spatiales. 2. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 165—168 (1942). 

Der Koebesche Verzerrungssatz läßt eine rein potentialtheoretische Formulierung 
zu, die es nahelegt, zu fragen, ob eine Übertragung auf die Potentialtheorien einer 
Dimension n = 2 möglich ist. Verf. zeigt an Hand der harmonischen Maße, warum 
das nicht möglich ist, von Ungleichungen für ganz enge Sonderfälle abgesehen, die 
zusammen mit mehreren einschlägigen Beispielen erörtert werden. Ullrich. 

Martinelli, E.: Intorno alla teoria delle funzioni biarmoniche e delle funzioni ana- 
litiche di due variabili eomplesse. (Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. 
Ital. 162—167 (1942). 

Siehe eine vorangehende Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 25, 405). Insbesondere wird 


die sehr schöne Formel 1 3.1 Ar u 
AST les Rt Ok; 


angegeben, die gestattet, die Werte einer biharmonischen Funktion U im Punkte Q 
eines Bereiches durch die Werte u auf dem Rande ® des Bereiches auszudrücken 
(Analogon zur Greenschen Formel). n ist dabei die Normale im einzelnen Punkte 
von ©, A?u ein Differentialoperator auf ®Ö, = eine Darstellung des Randes, L() 
der Levische Ausdruck, o-? gleich der Quadratsumme der ersten Ableitungen von 
9, r die Entfernung vom einzelnen Integrationspunkte bis ®. Behnke. 

Spampinato, Nieolö: Caratterizzazione delle funzioni di variabile ipercomplessa ana- 
litiehe secondo Ringleb fra le funzioni a derivata caratteristica. (Bologna, 4—6. IV. 
1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 91—95 (1942). 

Verf. beweist, daß die analytischen Funktionen einer Veränderlichen über einer 
reellen oder komplexen Algebra, die von Ringleb (dies. Zbl. 9, 118) betrachtet wurden, 
eine Funktionenklasse darstellen, die in der der Funktionen mit charakteristischer 
Ableitung enthalten ist und die beiden Klassen der Funktionen mit totaler rechter 
bzw. linker Ableitung enthält, die vom Verf. in vorangehenden Arbeiten (dies. Zbl. 12, 


N 

101 u. 13, 340) betrachtet wurden. Ist y(z) = >: Y(&15 - - -; Zn)U, eine Funktion 
n 1 

der hyperkomplexen Veränderlichen x = *x;u;, in der die u,,...,%, die Einheiten 


T 
der Algebra bezeichnen, so sind innerhalb der Gesamtheit der Funktionen mit charak- 
teristischer Ableitung die von Ringleb untersuchten Funktionen durch die Relation 
J(y) = (n.u/)-, gekennzeichnet, in der J(y) die Funktionalmatrix den, Um 
und u, u/ die linke bzw. rechte Matrix zweier allgemeiner Elemente 2, q der Algebra 
bezeichnen. Weiterhin beweist Verf., daß die Klasse der Ringlebschen Funktionen 
mit der Gesamtheit der total derivierbaren Funktionen zusammenfällt, wenn die Algebra 
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kommutativ ist, daß sie sich hingegen mit der Klasse der Funktionen mit charakteri- 
stischer Ableitung deckt, wenn die Algebra regulär oder direktes Produkt einer regu- 
lären Algebra mit der Quaternionenalgebra ist. E. Martinelli (Roma). 


Gewöhnliche Ditferentialgleichungen : 


Rainville, E. D.: The factorization of eertain second order polynomial differential 
operators. Amer. Math. Monthly 48, 519—521 (1941). 

Verf. hat in einer vorangehenden Arbeit (dies. Zbl. 15, 18) einige notwendige 
Bedingungen dafür angegeben, daß die Riccatische Differentialgleichung 

= Bu(x) + Bı(@)z + B,(2)>?, 

in der B,(x), B}(x), B,(x) Polynome in x bedeuten, eine Polynomlösung besitzt. Verf. 
untersucht jetzt die Frage der Zerlegung des Differentialoperators D’+a,(z) D-+a,(x) 
mit a,(z), a,(z) Polynomen in x, D=d/dx in das symbolische Produkt (D+5)(D-+c) 
mit Polynomen b,c in x und zeigt, unter wesentlicher Heranziehung der Ergebnisse 
seiner früheren Note, daß eine derartige Zerlegung nicht möglich ist, wenn 
A= a? — 4a, + 2a} ein Polynom ungeraden Grades ist, während, falls A den Grad 2m 


> hat und Y4 = am >’ by, _,2” gilt, die einzig mögliche Zerlegung für 


v=0 m 
G= 3a ste ae Ba) 
v=0 


eintritt. Verf. untersucht auch den Fall des Operators a,(z) D?+a,(2)D-+a,(x) mit 
@o(%), a,(%), @(x) Polynomen in x. Giovannı Sansone (Firenze). 
Müller, Max: Über die Existenz periodischer Lösungen bei gewissen Systemen ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung. Math. Z. 48, 128—135 (1942). 
In einer Differentialgleichung y’=f(z, y) oder, allgemeiner, in einem Differential- 
system % = f;(%, Y15 - - -» Yun) sollen die rechten Seiten in x die Periode w besitzen. 
In der Arbeit werden in Form von Ungleichungen Voraussetzungen angegeben, unter 
welchen das System mindestens eine periodische Lösung hat. Diese Voraussetzungen 
besagen, grob gesprochen, daß die rechten Seiten der Form f; = p;(z) y; + 9;(z) nicht 
zu sehr abweichen, wobei p;, 9; die besagte Periode haben, und wo die über die Periode 
erstreckten Integrale der p;(x) alle ungleich Null sind. E. Hopf (Leipzig). 
Barnett, I. A., and H. Reingold: Invariants of a system of linear homogeneous 
differential equations of the second order. Duke math. J. 6, 141—147 (1940). i 
En employant le calcul des matrices, on donne une nouvelle methode, plus simple 4 
que celle de Wilczinsky, pour trouver les invariants d’un systeme de n &quations | 
du second ordre j 


” 2 N N N d ; 
Ytzl@ay+iM@)y=0, 7 = er ) 
j=l j=1 x 
par rapport au groupe projective RL 
au 2 Kon: 
= 


Si l’on indique par L, M les matrices des coefficients Z,,, M,,, on d&montre que les 

premieres n traces successives de la matrice 2U’—4M +, sont des invariants in- 

dependants et tous les invariants qui dependent des Z,,, L/,, M;,, peuvent s’exprimer 

en fonction de ces invariants. Un rösultat analogue est obtenu, concernant les in- 

variants dependants des L;,,, L;,, L/;, M,,, M;;. @. Vranceanu (Bucuresti). St 

Caligo, Domenico: Un eriterio suffieiente di stabilitä per le soluzioni dei sistemi 

B- ‚di equazioni integrali lineari e sue applicazioni ai sistemi di equazioni differenziali 

Br lineari. (Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2.Congr. Un. Mat. Ital. 177—185 (1942) 
i . Inhaltsangabe der in dies. Zbl. 24, 207 besprochenen Arbeit. L. Cesari (Pisa). 

Sansone, Giovanni: Studi asintotiei sulle equazioni differenziali lineari nel campo 

reale. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 39—55 (1942), 
Der vorliegende Vortrag ist eine Darlegung von Problemen asymptotischer Natur 


- 


u. 
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bei linearen Differentialgleichungen. Diese Probleme spiegeln sich in zahlreichen ver- 
schiedenen Zweigen der Mathematik und ihren Anwendungen zugehörenden Fragen 
wieder: asymptotische Berechnung der Eigenwerte und der zugehörigen Eigenfunk- 
tionen; Probleme der Eigenwerte, wie sie bei der Charakterisierung des asympto- 
tischen Verhaltens der Integrale auftreten; asymptotische Berechnung der Lösungen 
von Differentialgleichungen für große Werte der unabhängigen Veränderlichen: 
asymptotische Reihen für die Integrale der Differentialgleichungen; lineare Differential- 
gleichungen, deren Koeffizienten sich für große Werte der unabhängigen Veränderlichen 
jenen einer gegebenen Differentialgleichung nähern; asymptotische Darstellung der 
Nullstellen der Lösungen von Differentialgleichungen usw. Erwähnt werden die 
klassischen Untersuchungen von Liouville, die asymptotischen Formeln von 
E. W. Hobson, welche in letzter Zeit von J. L. Walsh zum Studium der Konver- 
genz der Sturm-Liouvilleschen Reihen angewandt worden sind, einige Ergebnisse des 
Verf. über die Tschebychef-Hermiteschen und Tehebychef-Laguerreschen Gleichungen, 
die Stekloff-Liouvillesche Methode, die Methode der (semikonvergenten) asympto- 
tischen Reihen, welche von Poincar& studiert worden sind und die zahlreiche Anwen- 
dungen gefunden haben. Endlich werden noch die Untersuchungen von U.Dini, 
O0. Perron, A. Kneser über die Differentialgleichungen, deren Koeffizienten sich 
denen einer gegebenen Gleichung nähern, und jene von A. Wiman, 8. Armellini, 


L.Tonelli, G. Sansone über die Gleichung y"’+A(x)y=0, wenn „im Aa)=+m 


gilt, dargelegt. Das Hervorheben allgemeiner Ideen, das die Leitlinie der vorliegenden 
Untersuchungen darstellt und sie untereinander verkettet (z.B. das immer wieder- 
kehrende Zurückgreifen in vielen Fragen auf die Volterraschen linearen Integralglei- 
chungen zweiter Art), machen diese Ausführungen interessant und aufschlußreich. 
L. Cesarı (Pisa). 
Seifert, H.: Zur asymptotischen Integration von Differentialgleichungen. Math. Z. 
48, 173—192 (1942). 
Bei der genäherten Integration der Differentialgleichung 


(1) Y + p(x) Yy— [o?g(z) + r(z)]y=0 (eo ein positiver Parameter) 
durch einen Ansatz © 
(2) Y = ee)" o”h,(z) 

v=0 


für große go erhält man bekanntlich, wenn g(x) eine Nullstelle hat, zu beiden Seiten 
dieser Nullstelle für die Lösung Darstellungen verschiedenen Charakters (aperiodisch 
für g>0, oszillatorisch für g<0). Verf. untersucht, was man auf Grund der einen 
Darstellung über die andere aussagen kann. Dabei wird vorausgesetzt, daß q nur eine 
einfache Nullstelle hat. — I. In einem einfach zusammenhängenden Gebiet & der 


komplexen z-Ebene seien p,q,r regulär analytisch, und es sei g(2) #0 in ©. Geht 
man mit dem Ansatz (2) in (1) hinein, so erhält man für g und die h, ein System von 
Differentialgleichungen erster Ordnung, die nacheinander gelöst werden können und 


g - (Vada, I Ar (e #0) 
ergeben. Die bei der Berechnung der h, auftretenden Integrationskonstanten und die 


Zweige der mehrdeutigen Funktionen werden irgendwie, aber fest gewählt. Für 


festes m>0 wird 20m 
; Ye, 0) ——_ ne 


gesetzt. y(z,_) gilt als asymptotische Darstellung einer Lösung y(x,0) in einem 
Punkt x,, wenn die beiden Gleichungen 

Y(zo, 6) = Y(ao, 0) + oe" tee).O(1), Ya» 0) = Y (m, 0) + oe -"err@). Ol) 
für alle hinreichend großen o erfüllt sind. — Satz 1: Wird y(x, e) im Punkt z, durch 


y(x, 0) asymptotisch dargestellt, so gilt dasselbe in jedem Punkt x, von ®, den man B 


26* 


d ’ “ 4 a 
u, j F z 
Die — “ « e u 


nr. 
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von x, aus auf einer in & verlaufenden Kurve erreichen kann, längs welcher der Realteil 
von g nirgends abnimmt. — II. Jetzt seien p, q, r in einer Umgebung von x = 0 regulär 
analytisch und für reelle x reell; q habe in x = 0 eine einfache Nullstelle und sei für 
hinreichend kleine positive x selber positiv. © sei ein Gebiet, das aus einem konvexen, 
den Punkt x = 0 enthaltenden Gebiet durch Entfernen der negativ-imaginären Achse 
entsteht und so gewählt ist, daß in ihm q = 0 und keine singuläre Stelle von 9,9, r 
enthalten ist. Entsprechend den beiden möglichen Werten der Wurzel wird 


g=gt - (Yadas, g=y 
0 


gesetzt, wobei die Wurzel für positive & positiv gewählt wird. Entsprechend den beiden 
Funktionen g gibt es zwei Funktionenfolgen h+ und Ah,, die bei passender Wahl der 
Integrationskonstanten für x > O reelle Werte haben. Damit erhält man zwei asympto- 
tische Lösungen 


m m 
Hi) =er@dorhtle), Yo) =erddo-th,(e). 
‚=0 v=( 


Sind x,, 2, Punkte in & auf der positiven bzw. negativen reellen Achse, so gilt Satz 2: 
Ist y” (z, 0) eine für reelle x reellwertige Lösung von (1), dieim Punkt x, asymptotisch 
durch 9 (x, 0) dargestellt wird, so besteht für den Punkt x, die Darstellung 


RE (22 0) = 2RY- (ns 0) ni: Dan: * ol), y a: 0) = ZAu iz, 0) on 052 . ol). 
Satz 3: Ist y*(z, 0) eine für reelle x reellwertige Lösung von (1), die im Punkt z, 
die Darstellung 


ya) =RYm,EO) re "-Oll),  yrılan,o) = RYyt’(n,0)+E"-O() 
hat, so besteht für den Punkt x, die Darstellung 


ya Eye" terren. Ol), ya e)=yr (ne) +e "er. ol). 
Es folgt noch ein Satz über die gleichmäßige Gültigkeit der asymptotischen Dar- 
stellungen. Kamke (Tübingen). 


Marehente, Emma: Teoremi di confronto per problemi al contorno relativi a sistemi 
di due equazioni differenziali del primo ordine. Rend. Semin. mat. Univ. Padova 12, 
81—88 (1941). 

Verf. geht von einem von G. Scorza Dragoni (dies. Zbl. 26, 222) bewiesenen 
Eindeutigkeitssatz für das System y’= f(x, y,2), =g(z, y,2) zu einem Satz über, 
der die Lösungen y=p(2), z=r(x) des Systems y'’= f(x, y,2), 2=g(z, y,z) mit 
den Lösungen y=r(2), z2=o(x) des Systems yY’=o(z, y,2), ?=y(z, y,z) zu ver- 
gleichen gestattet. Sie setzt voraus, daß /, 9,9, yfüra<x=b, |y| < +, |2| < +00 
definiert sind, / und @ einer Lipschitzbedingung in y, g und y einer solchen in 2 ge- 
nügen; / bzw. g seien nicht abnehmend in z bzw. y; @ bzw. y nicht wachsend in z bzw. 

y; aus den Randbedingungen p(a)<r(a), r(b)<o(b) leitet Verf. in (a,b) die Un- 
gleichungen p(2)<xr(z), r(2)<oe(x) ab. Giovannı Sansone (Firenze). 

Zwirner, Giuseppe: Su un problema di valori al contorno per equazioni differenziali 
ordinarie di ordine n. Rend. Semin. mat. Univ. Padova 12, 114—122 (1941). i 

Verf. beweist durch eine topologische Bemerkung, die man Caccioppoli [Atti 
Accad. naz. Lincei, VI.s. 13, 498—502 (1931); dies. Zbl. 2, 32] verdankt, einen von 
ihm (dies. Zbl. 25, 324) und Cinquini (dies. Zbl. 22, 339) angegebenen Existenzsatz 
über die Randwertaufgabe yM(z) = /(z, y(x), y'(x),..., y"d(2)), Ya) = C,:.., 
y(z,) = 0. @. Scorza Dragoni (Padova). 

Muggli, H.: Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung. Comment. math. 
helv. 14, 381—393 (1942). 

L’Aut. etudie les &quations differentielles d’ordre infini de la forme (*) Lf(z) = g9(z) 
oü L/(z) est un operateur & coefficients constants, L/(2)=1,f(@) +1, ()+f"(2)+--- 
tel ue La)=1l,+l2+1z,2°+ --- soit une fonction entiere d’ordre inferieur & un, 
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et /, + 0. Il deduit du th&ore&me sur le minimum du module des fonctions entieres 
et de rösultats de Pölya [Math. Z. 29, 549—640 (1929); P- 600] que, si la demi-droite 


D = argz = const., |2|>0, est telle que la distance des zeros de L(— 2) & cette demi- 
droite admette une borne inferieure positive, chaque integrale 
e, n—1 


l 7 
Fe) 15 2 ag =®, nee 1.200. 
ö 


converge uniformement en z dans tout domaine completement interieur au demi-plan 


R(ze?) >0 et y d£finit une solution de (*) correspondant & g(2) = u 


Zu 
DI s’ensuit que l’&quation (*), oü g(z = San” "1 est holomorphe autour du point 
& l’infini, admet la solution 
4 = S a\ — m 9] — < N. 
a Dar. a-[ 7 Dar ae=9 an-Dhr, 
0 0 0 


@(z) est la transformee de Borel-Pölya de g(z). A g(z) correspond un diagramme 
conjugu& de Pölya (loc. cit.) et une fonction de contact k(p); la solution /(z) vaut 
pour R(ze?) > k(—®). L’Aut. etudie la relation entre deux solutions f,(z) et /,(z) 
correspondant & deux directions ®, et ®,. On passe de l’une & l’autre par prolonge- 
ment analytique si l’un des angles de ®, et ®, ne contient pas de zeros de L(—2); 
on utilise les fonctions f(z) relatives aux directions ® comprises entre ©, et ©,. Si 
Vangle de ®, et ®, est superieur & r, le domaine de validite n’est pas simple (schlicht). 
L’Aut. etudie ensuite le cas particulier oü les zeros de L(z), tous simples, ont le möme 
argument, et un &cart mutuel born& inferieurement. @. Valiron (Paris). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Kerekjärtö, B. de: Sur les groupes integrables d’ordre trois. Mat. termeszett. 
Ertes. 60, 683—698 u. franz. Zusammenfassung 699 (1941) [Ungarisch]. 

Deckt sich mit der in dies. Zbl. > 224 besprochenen Arbeit des Verf. 

Harald Geppert (Berlin). 

Perron, Oskar: Über eine für die Invariantentheorie wichtige Funktionalgleichung. 
Math. Z. 48, 136—172 (1942). 

(X) sei eine v-reihige Matrix, deren (komplexe) Koeffizienten von den Ele- 
menten x,, der n-reihigen Matrix X abhängen. Es wird nach allen in der ne von 
X = E analytischen Lösungen ®(X) der Funktionalgleichung (1) D(R)D Y)=d(XY) 
gefragt, d.h. der Matrizen D(X), deren Koeffizienten Potenzreihen in den Variablen 


oo 
(Alog|X|)* 


— ep, Sind. Eine spezielle Lösung von (1) ist immer (* (HXH=e4ikeläi a 


Tpq 
k=0 

4A eine konstante Matrix. Beschränkt man RN auf irreduzible Lösungen, so muß 

stets D(E)=E sein [die Matrix Bin ®(E) ist n-reihig, die rechte he Jede Lösung 


0X 
von (1) genügt einem Differentialgleichungssystem (2)|X ze Non X 2) Ara 


(,q=]1,...,n) mit konstanten v-reihigen Matrizen AP. Genfeen ae en den Inte- 
grabilitätsbedingungen (3) APaAr° — Ar’4P4= e,,AP’— 0,41 (m,9,r,8s=1,...,n) 
so hat (2) genau eine Lösung mit D(E) = E, die auch Lösung von (1) ist. die läßt 
sich als Reihe Borerhens 


DR) = + Tl PEN la, g, 0,0) (9 4,)). 


ID 
“on +» Ik 


BIRTCEEN, 
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wobei die APı%ı'°"’Px% durch die Rekursionsformel 
APılı3e-5Pp45PQ _ Pa gPılie Pr _ eo, AP p,4 P,9; 
« 1 
2,0157 045.0: 0,0, 08 3. a AR ESer 24, 
de 2 ko er &%p,0d 


bestimmt sind. Durch genaue Untersuchung der Bedingungen (3) gelingt es, zu 
2 
schärferen Aussagen zu kommen. Ist T <n-—1, so hat (1) keine anderen Lösungen 


mit Ö(E) = Bals (*). Ist v = 2, so hat (1) nur im Fall » = 2 eine von (*) verschiedene 
irreduzible Lösung, nämlich ®(X) = |X|*X, & komplex (und die zu dieser Lösung 
durch Transformation mit einer festen, konstanten Matrix äquivalenten). Ist 9» =3, 
so hat (1) nur für n = 2,3 von (*) verschiedene irreduzible Lösungen. Im Falln =2 


v 9 2 
211 2%]1%12 212 


D(X) = |X|* cn 21092 + Lıefgı TıaRaz |» 
231 22, 1723 2, 
im Fall» =3 D(X) = |X*| X und D(X) = |X|r+1X’-1, wobei X’ die zu X trans- 
ponierte Matrix bedeutet. @. Köthe (Gießen). 


Cimmino, Gianfraneo: Su aleuni sistemi lineari omogenei di equazioni alle derivate 
parziali del primo ordine. Rend. Semin. mat. Univ. Padova 12, 89—113 (1941). 

Untersuchungen über lineare homogene Systeme von partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten, die nur durch harmonische 
Funktionen gelöst werden können, wobei die Anzahl der unbekannten Funktionen 
und der unabhängig Veränderlichen dieselbe ist. Verf. beweist, daß alle Systeme 
dieser Art mit zwei Gleichungen und zwei unbekannten Funktionen den Cauchy- 
Riemannschen Gleichungen äquivalent sind; Systeme mit drei Gleichungen und drei 
unbekannten Funktionen existieren nicht. Den Schwerpunkt der Arbeit bilden Unter- 
suchungen betreffend das folgende System (S): 
I, Y,+2,-T=X,+ Y,— u, -T,=X,— Y—-Z, +T,=X2, +, +27 T,=0, 
wobei die diesbezüglichen Sätze des Verf. Eigenschaften der Lösungen von S beschreiben, 
die den klassischen Sätzen von Cauchy, Morera und Looman-Menchoff über 
analytische Funktionen entsprechen. Ähnliche Resultate werden ferner für das fol- 
gende System von $n(n — 1) + 1 Gleichungen mit n unbekannten Funktionen X® 


n 
bewiesen: OX®/dx, = 0X9/dx,, DEX®/0, =0 (,k=1,...,n;i=+ k) und teil- 
K=1 


weise auch allgemeiner für Systeme mit m Gleichungen und r» unbekannten Funk- 
tionen (m> n). O. Boruvka (Brünn). 

Picone, Mauro: Applicazione della trasformata r?!= di Laplace ai problemi d’inte- 
grazione delle equazioni lineari a derivate parziali con coeffieienti eostanti. (Bologna, 
4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 221—229 (1942). 


0) Eule De 


datt ... Oafr 
kKtu+ksn 


sei ein linearer partieller Differentialausdruck (l. p. D.), dessen Vorzahlen von 2,,....,&, 
(kurz: X) abhängen, E*[v] der ihm adjungierte. Verf. behandelt die Integration der 
Differentialgleichung (2) Z[u] =/(X) in einem dem r-stufigen Raume der x, 
(h=]1,...,r) angehörigen Gebiete D mit dem Raumelement dX; der Rand von D- 
heiße FD, und das Oberflächenelement von FD sei do. u, v, f seien in Dund auf FD mit 
geeigneten Stetigkeits- und Integrierbarkeitseigenschaften versehen. Unter l,,...,,_ı 
verstehe man n — 1 von dem auf FD veränderlichen Punkte X ausgehende, FD be- 
rührende Achsen; man setze (u/olky?= U, (k=0,1,...,n — 1). Die Greensche 
Formel zeigt dann, daß sich u in ganz D aus den U, berechnen läßt (Satz U). Die 
Zahl der dazu nötigen U, kann man noch einschränken, wenn es (Bedingung 8) eine 
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passende Gesamtheit von Lösungen der Gleichung Z*[w] — 0 gibt. Verf. erörtert auch 
die Eindeutigkeit der Lösung von (2). — Seine weiteren Ausführungen gelten dem 
Sonderfalle, daß die a; in (1) fest sind. Der Ansatz v — 3) führt Z*[v] 


in den Malwert von v und dem zu E(w) gehörigen „kennzeichnenden Polynome“ (k.P.) 
P(&1, ..., &,) über. Satz U läßt sich auf die Lösung von (2) anwenden. u exp(D) &,2,) 
wird dabei in eine nach Polynomen der x, fortschreitende Reihe entwickelt. Verf. 
gibt für u auch eine Fouriersche Reihe an. Einen neuen Gesichtspunkt liefert die 
endliche r-stufige Laplacesche Abbildung 


W*lE,...,&)=[WiX)exp(—D Em)dX. 
D 


Bedeuten EZ; gewisse, im Oberflächenintegral der Greenschen Formel auftretende l.p.D. 
der Ordnung n — 1 — k, so erweist sich bei jeder Lösung u die ganze Funktion 


n-ı1 f 
(Es... &r) +2 U;Er[exp(— % &nxn)]do 
"FD 
der komplexen Veränderlichen &,,..., &, als durch das k. P. teilbar. Die Frage, wann 
diese Teilbarkeit zum Vorhandensein der Lösung hinreicht, kann man in manchen 
Einzelfällen bejahen. Hier betrachtet Verf. den Fall, daß das k. P. in Faktoren ersten 
Grades zerfällt; die Teilbarkeit läuft dann darauf hinaus, daß die Bedingung ® er- 
füllt ist. Koschmieder (Graz). 


Kostitzin, Vladimir A.: Sur l’&quation de la chaleur dans le eas d’une sphöre stratifiee 
avee des sources distribuses sur les surfaces de diseontinuite. ©. R. Acad. Scıi., Paris 
214, 461—464 (1942). 

Der Zustand der Himmelskörper, etwa der Erde und des Mondes, nötigt dazu, 
bei der Wärmeleitung Unstetigkeitsflächen und wärmeerzeugende Schichten in Be- 
tracht zu ziehen. Einen besonderen Fall dieser Art betrifft die vorliegende Arbeit, 
die sich zwei früheren Mitteilungen des Verf. über die Wärmeleitung (dies. Zbl. 26, 225) 
anreiht. Er untersucht in ihr eine Kugel, die aus einem in sich gleichartigen kugeligen 
Kerne $ und einer ihn umgebenden, in sich gleichartigen Hülle $ mit derselben Mitte O 
besteht. Die Gleichung W der Wärmeleitung sieht in & und 9 verschieden aus, da 
dort die Werte der spezifischen Wärme, der Wärmeleitfähigkeit und der Dichte von- 
einander abweichen. In den Strahlungsbedingungen äußert sich die Unstetigkeit des 
Wärmezustandes an der Trennungsfläche von $ und 9 und die Stetigkeit des Wärme- 
flusses. Verf. integriert die beiden Gleichungen W wie a.a.O. Die Vorzahlen der 
nach Kugelfunktionen entwickelten Temperatur enthalten in $ Besselsche, in 9 
Besselsche und Neumannsche Funktionen einer dem Abstande von O verhältnisgleichen 
Größe [in der ersten der Gleichungen (12) lies zwischen Gleichheitszeichen und folgender 


Klammer Drtlarıl. — Verf. schließt mit der Bemerkung, daß sich ähnlich Auf- 
gaben behandeln lassen, bei denen mehr gleich- oder verschiedenartige Schichten vor-. 
kommen. Koschmieder (Graz). 


Cimmino, G.: Nuove proprietä caratteristiche per le soluzioni delle equazioni 
lineari alle derivate parziali di tipo ellittieo del secondo ordine. (Bologna, 4—6. IV. 


1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 198—204 (1942). 
Verf. hat in früheren Arbeiten (vgl. dies. Zbl. 17, 113; 18, 25) die Lösung 


einer elliptischer. Differentialgleichung L(w) =0 durch eine Mittelwerteigenschaft 42 
Beinen [ K(x, %, &0; Yo, r)u(z, yJdady gekennzeichnet, wo Ey(r) das Innere f 
BE, (r) 


der Ellipse r?—= c,(2 — 20)? + 2bo(2 — 20) (Y — Yo) + ao(y — Yo)? bedeutet. Aus der 
Gültigkeit von (1) für r<o folgt [L(u)),,y, — 0. Verf. zeigt jetzt für den Fall, daß 
L(1) =1 ist: Damit in einem gewissen Bereiche D L(w) = 0 ist, genügt es, daß (1) 
für jeden Punkt (x,, y,) in D und für nur eine zu (z,, 4.) gehörige Ellipse, für welche 


0 FR , b 2 \ 
KORr 5 DR ER 
rn en E- > r ı une % T 5 
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K>0 ist, gilt. Außerdem läßt sich mittels (1) durch einen direkten Grenzübergang 
ein Operator L*(u) definieren, der dem Operator von Blaschke bei Au = 0 entspricht, 
und der auch bei bloßer Stetigkeit von % seinen Sinn behält. Allerdings treten dann 
auch die Ableitungen der Koeffizienten auf. Existiert Z(u), so ist L*(u) = L(u). 
Tautz (Breslau). 


Biben, Georges: Sur la gönsralisation de la möthode de Schwarz. ©. R. Acad. Scı., 
Paris 214, 350—352 (1942). 

Aufstellung des Eigenwertproblems für die elliptische partielle Differentialgleichung 
A,y+tPy=0 (P>0) in einem Gebiete D einer beliebigen Mannigfaltigkeit bei 
verschwindenden Randwerten; Beweis der Ungleichung f A,yaT —t { Py:daT >0 

D D 


für hinreichend kleine Parameterwerte i, wobei d7T eine ‚„tensorielle Dichte‘ dar- 
stellt. @. Cimmino (Bologna). 


Giunti, Vittoria: Sviluppi in serie tipo Fourier di un vettore, secondo autovettori 
di un certo problema, e applieazione all’integrazione dell’equazione lineare a derivate 
parziali del 4° ordine competente al moto delle sbarre vibranti, dotate d’inerzia rotatoria. 
Rend. Circ. mat. Palermo 63, 65—90 (1941). 

Für die gewöhnliche, vom Parameter A abhängende Differentialgleichung 4. Ord- 
nung (Oy”’)" + {(AA, — Bı)y’Y — (AAo — Bo)y = 0 in einem Intervalle a<r=b, 
in welchem 9 zweimal stetig differentiierbare, A,, B, einmal stetig differentiier- 
bare, A,, B, stetige Funktionen und 9>0, B,=0, B,=0, 4, =9, A,=>0 
(A,A, aber mindestens in einem Punkte >0) sind, existieren bekanntlich unendlich 
viele positive Eigenwerte A, und zugehörige Eigenfunktionen u;(x) bei den Rand- 
bedingungen u,(a) = u;(a) = u,(b) = u} (b) = 0; zu jedem Eigenwert gehören höch- 
stens zwei linear unabhängige Eigenfunktionen und bei passender Normierung gilt 


b 
fiA ww +4 uW)dz=0 oder 1, je nachdem A+ koder h=kist. Ist y(x) in 
@ 


a=x=b totalstetig und y’?(z) summierbar, so definiert Verf. als Fouriersche Reihe 
des Vektors Y=(y,y’) nach den Eigenvektoren U, = (u,, uw) das Reihenpaar 
b 


oo b o 1 
22 fAwy'+Auy)dx- un 2 Array’ + Aouy)dz- w. Falls y(z)ina<xz=<b 
= ‚—=0a 


a 
viermal stetig differentiierbar ist und die Randbedingungen y(a)=y’(a)=y(b)=y’(b)=0 
befriedigt, wird die Entwickelbarkeit des Vektors Y = (y, y’) in eine Fouriersche Reihe 
des genannten Typus unter Benutzung der Greenschen Funktion festgestellt. Die 


oo b 2 b 
Bnigketerslsuon > fi (A,yu + Auvada) = j (A,y'?+ A,y?)da wird für 
=1l[a a 


jede totalstetige Funktion y{x), für die y’?(x) summierbar ist, bewiesen. Als Anwendung 
wird die partielle Differentialgleichung 2.2 — Buzz + Apwır — Aruzaıı = Ha, t) 
(B, A,, A, konstant) mit den Randbedingungen w(0, t)=w,(0, t)=w(l, )=u,(l,1)=0, 
w(2,,0)= w(2,0)=0 ((=<x=<l,0<t) betrachtet. Nach Piconeschen Methoden (dies. 
Zbl. 23, 41) und auf Grund einer Reihenentwicklung (im oben erklärten Sinne) nach den 
Eigenvektoren der gewöhnlichen Differentialgleichung y”’+(A A,—B)y’— 1A, y=0, 
wird die Eindeutigkeit der Lösung und (unter Annahme der Existenz) die fol- 


63 
gende Lösungsformel hergeleitet: w(x, 1) = [ {f (E&, W)T (a, t; &, T)drdE, wobei 
SERELRG) Pi h 
T 2 es sin YA,( — r) ist. Treten an die Stelle der Bedingungen 
w(x,0)=u,(z,0)=0 die anderen w(z, 0)=w(r, T)=0, so ist das Problem sicher 


nicht immer lösbar, sondern es treten Lösbarkeitsbedingungen auf, bei deren Erfüllt- 
sein die Lösung von gewissen willkürlichen Konstanten abhängt. @. Cimmino. 


409 


Lewis, T.: On the solution of two dimensional problems of the Diriehlet and Neu- 
mann type. Quart. J. Math. 12, 30—32 (1941). 

Gegenstand der Note ist die Darstellung des komplexen Potentials für einen 
Zylinder von beliebigem Querschnitt, wenn die Stromfunktion auf seinem Rand will- 
kürlich vorgeschrieben wird und im Unendlichen verschwindet. Garten (Leipzig). 

Somigliana, C.: Il campo gravitazionale della terra. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) 
Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 72—87 (1942). 

Verf. entwickelt summarisch die Theorie des Erdschwerefeldes nach Newton, 
Clairaut, Stokes, Darwin, Helmert, Pizzetti und ihm selbst. Besonders ver- 
weilt er bei dem Problem der Bestimmung der Masse und der geometrischen Elemente 
des ellipsoidischen Geoids mittels Schweremessung an der Oberfläche des Geoids. 
Dieses zuerst von Clairaut betrachtete Problem kann heute wenigstens theoretisch 
als vollständig gelöst betrachtet werden. Verf. setzt das Geoid als Ellipsoid mit drei 
verschiedenen Achsen voraus und führt zu seiner Untersuchung neue transzendente 
Funktionen ein; die Reihenentwicklungen nach diesen wurden im Istituto Nazionale 
per le Applicazioni del Calcolo berechnet. Mauro Picone (Roma). 


Makai, E.: A property of mean of harmonie funetions. Rend. Circ. mat. Palermo 
63, 3340 (1941). , 

Verf. beweist auf direkte Weise den von L. Asgeirsson (dies. Zbl. 15, 18) aus 
allgemeineren Betrachtungen abgeleiteten Satz: Liegen 2 konfokale (n — 1)-dimen- 
sionale Ellipsoide EZ, und E, mit ihren Innengebieten &, und €, ganz in einem Gebiete 
des (2), .... ., 2„)-Raumes, in dem eine reguläre Potentialfunktion u(z,,.... ., 2,) gegeben 
ist, so sind die Mittelwerte von u über &, und €, einander gleich. Besonders einfach 
gestalten sich die Darlegungen im Falle n = 2, die auf P. Turän zurückgehen; als 
Folgerung ergibt sich eine bemerkenswerte Formel, die ein Doppelintegral auf ein 
einfaches zurückführt. Volk (Würzburg). 


Variationsrechnung: 


Cinquini, Silvio: Sopra una nuova estensione dei moderni metodi del ealeolo delle 
variazioni. (Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 129—132 (1942). 
Die Ergebnisse vorliegender Mitt. sind in der in diesem Zbl. 24, 44 besprochenen 


Arbeit enthalten. Verf. teilt einige singuläre Beispiele mit, in denen das Minimum 
+9 
des Integrals ; f(z, y(z), y’(z))dx nicht existiert, und gibt ohne Beweis einen Satz - 


a 
wieder, der auf die Existenz des Minimums in allgemeinen Fällen zu schließen er- 
laubt. L. Cesari (Pisa). 
Amerio, Luigi: Su aleune questioni di ealeolo delle variazioni relative agli integrali 
doppi. (Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 186—192 (1942). 
Verf. teilt einige Ergebnisse mit, die er mittels der bekannten direkten Methode 
von Tonelli für die Doppelintegrale der Variationsrechnung 2 h 
Ele Y, 2, P; qdzdy, P=&.1-5) 
erhalten hat. Er gibt hinreichende Bedingungen an für die Halbstetigkeit und Existenz- 
sätze für das absolute Extremum und das Extremum im Kleinen des Integrals Jp[2]. 
Resultate und Beweise finden sich bereits in der in dies. Zbl. 24, 327 besprochenen 
Arbeit des Verf. S. Cinquini (Pavia). 
Cinquini, Silvio: L’estremo assoluto degli integrali doppi dipendenti dalle derivate 
di ordine superiore. Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 10, 215—248 (1941). 
Verf. betrachtet die Klasse C® der Funktionen z=z(z, y), die zusammen mit 
ihren ersten Ableitungen p, q absolut stetig im Sinne von Tonelli sind (und, wie vom 
Verf. gezeigt und benutzt wird, auch zweidimensional absolut stetig im Sinne von 


 Mohan veröffentlicht; vgl. dies. Zbl. 10, 24) verallgemeinernd, beweist Verf.: Ist /(z) 
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Vitali sind) und die ein endliches, positiv quasireguläres Lebesguesches Integral 


J2fz) 4 räke 4,2, 9, gr, 5, t)dady, 
D 


also mit der Weierstraßschen Funktion Z>0, besitzen. Gesucht ist das absolute 
Minimum von J®[z]. Zu Beginn wird eine hinreichende Bedingung für die Halb- 
stetigkeit von J®[z] angegeben. Dann folgen unter verschiedenen Voraussetzungen 
zehn Theoreme über die Existenz einer Extremalen in 0®, für die J[z] sein absolutes 
Minimum annimmt. Den Schluß bilden zwei Sätze über die Existenz des Extremums 
bei nicht beschränktem Gebiet D. — Es liegt an der Kompliziertheit des hier behan- 
delten Problems, daß die Voraussetzungen der Sätze einschränkender sind als beim 
Extremalintegral Jp[2] mit nur ersten Ableitungen; die vom Verf. geleistete Über- 
tragung der Tonellischen Beweismethode ist an sich sehr allgemein und einfach. 
E. Hölder (Braunschweig). 
Cinquini-Cibrario, Maria: Relazioni fra integrali doppi e soluzioni di equazioni a 
derivate parziali. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 112—118 
(1942). = 
Bezeichnet man mit D ein ebenes Gebiet, mit D die abgeschlossene Hülle von D, 
mit J(z) das Doppelintegral {! [ f(x, y,2, p, qJdxdy, so gibt Verf. als hinreichende 
D 


Bedingungen dafür, daß J(z,) einen endlichen Wert annimmt, wenn z, eine in D 
(nach Tonelli) totalstetige, in D stetige Lösung der Lagrangeschen Gleichung 
l. - _ a ante = 0 bedeutet, die folgenden an: 1. f(x, y,2,9,)>0 für zyin D, 
2,9,9 beliebig; 2. fapA°+2fp Au + Fa + 2tpz AV + 2lgzu 9 +19” —=0 für zy in D, 
2, P, 9, A, u, v beliebig; 3. |f,| beschränkt für zy in D, |z| beschränkt, »,q beliebig; 
4. J(z) endlich für irgendeine in D totalstetige, in D stetige Funktion z(z, y). Hieraus 
leitet Verf. einige Folgerungen her, die sich besonders auf die Existenz der Ableitungen 


der beiden ersten Ordnungen für eine totalstetige, in irgendeiner Funktionenklasse das 
genannte Integral zum Minimum machende Funktion beziehen. @. Oimmino. 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


San Juan, R.: Correetions ä la note: Caraeterisation de la transformation de Laplace. 
Portugaliae Math. 2, 299 (1941). 

Es werden einige Druckfehler einer früheren Note (dies. Zbl. 25, 183) berichtigt und eine 
kurze Ergänzung angebracht. H. Hadwiger (Bern). 

Fox, (.: A class of Fourier kernels. J. London Math. Soc. 14, 278—281 (1939). 

Wie bekannt, ist die Resultante m(x) zweier Fourierkerne h(z) und k(x), die sich 
aus der Integralrelation 


E47 [0,0] 
l 
Im (a) au - [hankW ee [ruwau 
0 ö © 
ergibt, unter gewissen Bedingungen wieder ein Fourierkern. Verf. betrachtet die zu 


Ria) = un lu) und ko)= Vz sinu 


bzw. 2 


Aa) UF Tan +3(u) und ° kle)= — cosu 
gehörende Resultante und einige Entartungsfälle. H. Hadwiger (Bern). 


Mohan, Brij: A note on self-reeiprocal functions. Bull. Caleutta Math. Soc. 31 
77—79 (1939). 


Eine Funktion heiße von der Art R,, wenn sie bei der Hankelschen Abbildung Ju | 


ihr eigenes Bild ist. Seine früheren Ergebnisse (unter dem Namen Mehrotra, Brij 


i 
2 
| 
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von der Art R,, so ist 


oo 


ge) = [yer$+o+4v,3+20;3 +0 +3; -Wllay)dy 


() 
von der Art R,. Sonderfälle: .o=4+3u. I. u=». IL.o=4, u=2,v=0. 
Koschmieder (Graz). 
Nardini, Renato: Sulla risoluzione di un’equazione funzionale del tipo misto. 
(Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 193—197 (1942). 
Verf. gibt an, in welcher Weise man auf die Untersuchung der Funktionalgleichung 


BE 
nr] 
wo y(z, 4) die unbekannte Funktion ist, ein von Tonelli (Sulle equazioni funzionali 
del tipo di Volterra [Bull. Calcutta Math. Soc. 20, 31—48 (1930)]) entwickeltes Ver- 
fahren ausdehnen kann. Er gibt Sätze über die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung 
von (1) an, die unter entsprechenden Voraussetzungen wie bei Tonelli (a. a. O.) 
gelten. S. Oinquimi (Pavia). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Wuytack, F.: Verallgemeinerung des symbolischen Rechnens. 2. Wis- en Natuurkdg 
Tijdschr. 11, 1—19 (1942) [Flämisch]. 

In der ersten Mitt. (dies. Zbl. 25, 412) hat Verf. eine Definition des Produktes 
zweier analytischer Operatoren unter der Voraussetzung angegeben, daß die zu- 
gehörigen Reihen konvergent sind. Hier soll diese Produktdefinition derart erweitert 
werden, daß die assoziative Eigenschaft auch gilt, wenn die weitere Voraussetzung 
nicht erfüllt ist. Insbesondere definiert Verf. zunächst die Konvergenz einer unend- 
lichen Reihe von Matrizen. Hierauf geht er von einer Produktdefinition zweier Ope- 
ratoren durch das Produkt der zugehörigen unendlichen Reihen aus und stellt ins- 
besondere die Bedingung dafür auf, daß ein Operator normal sei. Er beweist dann, 
daß normale Operatoren unter bestimmten Voraussetzungen analytisch sind. Solche 
normalen Operatoren haben nach einem nächsten Satz die assoziative Eigenschaft. Als 
Erweiterung der bisherigen Definition linearer Integraloperatoren untersucht Verf. 
jetzt Operatoren, bei denen die Kernfunktion des Integrals vorgegeben ist. Für den 
Fall, daß zwei nichtanalytische Operatoren gegeben sind, definiert Verf. ihre Summe. 
Nach einer weiteren Verallgemeinerung der Operatorendefinition und der entsprechen- 
den Summendefinition wendet Verf. sich der kommutativen Eigenschaft zweier Ope- 
ratoren zu und behandelt den Fall analytischer und nichtanalytischer Operatoren. Im 
Falle von Integro-Differentialoperatoren und gemischten Integraloperatoren sind neue 
Begriffe der bedingten Kommutativität erforderlich. Schließlich betrachtet Verf. die 
Inversion von Operatoren. Zunächst behandelt er die Inversion analytischer Opera- 
toren, welche analytisch oder nichtanalytisch sein dürfen. Diese Inversionsregeln 
werden z. B. auf Fredholmsche Integralgleichungen zweiter Art angewandt. 

M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Lijn, Gaston van der: Les polynomes abstraits. Bull. Sci. math., II. s. 64, 55—80, 
102—112, 128—144 et 163—196 (1940). 

Verf. definiert Polynome in Abelschen Gruppen G@ mit Werten, die ebenfalls 
Abelschen Gruppen @’ ohne Elemente endlicher Ordnung entnommen sind. Bedeutet 
A” f(x) (x, € @) die m-te Differenz von f(x), und nennt man Lösungen der Gleichung 
Artlf(x) = 0 Polynome und Lösungen von A%, f(x) = n!- f(w) Monome n-ten Grades, 
dann ist die n-te Differenz eines Polynoms n-ten Grades unabhängig von x und be- 
züglich ein Monom n-ten Grades. Jedes Polynom läßt sich eindeutig als Summe 


d 
() ya y)= a, y) + R/Kla, y,2)yla, 2)dz + A 
0 


von Monomen darstellen. f(x) heißt arithmetisch homogen, wenn f(k- 2) =k’ sta); 


für positive ganze Zahlen %k gilt. Diese Eigenschaft ist kennzeichnend für Monome. 
Diese sind außerdem multilinear, d.h. es gibt eine Funktion 9(2,, 23, . . -, %); linear 


N 


ae. 
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in jedem Element x;, so daß K- f(x) = p(z, x,..., x) gilt mit passendem ganzzah- 
ligem K. Die Definition des Verf. ist bei entsprechender Spezialisierung der Räume 
mit den Definitionen von Frech&t, Michal und Banach äquivalent. In Kap. 2 
werden @=Z und @'=L/ als lineare Räume angenommen, in welchen aber nicht 
bloß die Multiplikation mit reellen Zahlen, sondern mit Elementen zweier Körper (©, C’ 
der Charakteristik 0 definiert ist. Dann lassen sich die Polynome als Lösungen linearer 
Differenzengleichungen in Z mit Koeffizienten aus ( kennzeichnen. Weiterhin wird 
jetzt vorausgesetzt, daß die Räume Z, L’ normiert sind. © bzw. C’ ist Körper der 
reellen oder komplexen Zahlen. Der Begriff der Stetigkeit wird in bekannter Weise 
eingeführt. Das Beispiel von Hamel beweist die Existenz unstetiger Polynome. Für 
die Stetigkeit ist z. B. lokale Beschränktheit ausreichend. Im 4. (letzten) Kapitel 
wird gezeigt, daß sich ein Polynom f(x) durch Integrale darstellen läßt, wenn der 
Raum L ein Raum von gewissen reellen Funktionen xz(£) über einem abstrakten 
Raume & (£) mit gegebenem, absolut additivem, reellem Maße ist. L’ ist ein Banachscher 
Raum B. Ist U(x) eines der Monome, in die sich f(x) zerlegen läßt, so ist 


U(e) = [z(E,)2(&) --- z(E)dp(E). 
xr 


&" ist Produktraum, @(E) ein vollständig additives Maß über Mengen E aus &” mit 
Werten aus dem B-Raume B. Die Theorie des auftretenden Integrals wird kurz 
skizziert. Tautz (Breslau). 
Wavre, Bolin: Sur les valeurs propres des operateurs hermitiens. ©. R. Soc. Phy- 
sique Gen®ve (Suppl. aux Arch. Sci. Physiques etc. 24) 59, 61—63 (1942). 
Enonces (sans demonstration) de resultats obtenus par la methode d’iteration. 
Si A est un operateur hermitien, A" son nme itere, l’Au. pose 


In(g0) = 4 (go) 1A" go); 
et considere la limite Z(g,) de la suite croissante des /„(g,), ainsi que le produit 


oo 


infini &(g,) = II (in (go/!(go) Il distingue les cas ö(g,) = 0, öl(g,) # 0; dans le 


n= 
second, 1? est la valeur propre de l’operateur A?. Le cas oü ö(g,) #0 pour tout 
element 9, + 0 de l’espace comprend celui oü l’operateur A, ou un de ses iteres, 
est completement continu, mais est plus general; dans ce cas, les valeurs propres 
de A? forment un ensemble denombrable, bien ordonne dans le sens decroissant. 
J. Dieudonne (Nancy). 
Boas jr., R.P.: A trigonometrie moment problem. J. London Math. Soc. 14, 
242—244 (1939). 
En s’appuyant sur une inegalite de Paley et Wiener et sur un th&or&me de 
F. Riesz, ı A. etablit les deux th&oremes suivants, dont il donnera des applications 
a la theorie des fonctions integrales de type exponentiel: Soit A, une suite de nombres 


reels tels que |, — n| <Z, on L<1/r?. Theoreme 1: Si D)|a„|? converge, il existe 


une fonction f(t) telle que a, — [ent f(o)dı et que [Irw?a: n AD ja]. — Theo- 


reme 2: Si a, — [eintf(t)dt, alors > ||? < A,f|tt)]?at; A, et A, sont deux 


fonctions de la seule quantite Z. J. Leray (Paris). 
Corput, J. 6. van der: A remarkable family. 3. On analytical solutions of funetional 
systems. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 129—135 a. 217—224 (1942). 
L’A. se donne k fonctions 1,(2) («=1,2,...,k) et n fonctions gel®, Yu, »1 
(= 1,2, ..,0;9=]1,2,...,n);ilcherche n fonctions f,(z) #=1,2,...,n) verifiant 
le systöme 9, [2, /,(.(2))]= 0; il suppose que les fonctions donndes et inconnues sont 
analytiques et s’annulent quand tous leurs arguments sont nuls. Il prouve par la 
methode des fonctions majorantes que le probleme ainsi pos& possöde une solution 


u 
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unique quand les hypotheses suivantes sont verifiees: |14(0)| < |4(0)| pour u=2, 3, ..., k; 
A=#0; D.+#0 pour a=1,2,...; A et D, 6tant les valeurs prises pour = y,,,—=0 
j N Ar ö Ö 
par les determinants de termes generaux 3 Car et > _ °_(1,)*. Puisl’A. generalise ce 
Yı,» Ya,» 


theoreme d’existence: il remplace la variable x par un syst&me de t variables et les 
fonctions inconnues /,(x) par des fonctions de t arguments; d’autre part, au lieu de 


supposer D, #0 pour x =1,2,..., il suppose seulement D, #0 quand & est un 
entier superieur ä& un entier Q >0. Commun. 1 et 2 Euklides, Groningen 18, 50—64, 
65—78 (1941). J. Leray (Paris). 


Praktische Analysis: 


Uhler, Horace $.: Recaleulation and extension of the modulus and of the logarithms 
of 2, 3, 5, 7 and 17. Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 26, 205—212 (1940). 

Nach dem bekannten Gedanken von J. C. Adams [Proc. Roy. Soc. London 42, 
22—25 (1887)] werden die natürlichen Logarithmen der 6 Zahlen 2, vn : = 8 —. 
=, En dazu verwendet, die Logarithmen von 2, 3, 5, 7, 17 zu berechnen und sie 
durch eine Kontrollbeziehung zu prüfen. Verf. berechnet sie, ebenso wie M, auf 
330 Stellen (gegenüber 273 bei Adams) unter mehrfacher Prüfung und verwendet die 
gleichen Zahlen zur Berechnung des arctang von 3 re 0 2 £5 auf 215 bis 
330 Stellen. Harald Geppert (Berlin). 

Stermer, Carl: Ein Übungsbeispiel über den Fundamentalsatz der Algebra für die 
Vorlesungen. Norsk. mat. Tidsskr. 24, 33—42 (1942) [Norwegisch]. 

Für f(z) = 2? + (3 + i)2? — 1=0 wird durchgeführt: Eingrenzung der Wurzeln, 
Betragerniedrigung für /, Wurzeln als Kurvenschnitte, Newtonsche Näherungsformel, 
Verlauf der Betragfläche, Kurven |/| = konst., arg/ =konst. (Schicht- und Fall- 
linien). Ullrich (Gießen). 

Fischer, T.: Abgleiehung des Polarplanimeters. Allg. Vermess.-Nachr. 54, 197 
bis 199 (1942). 

Der Flächenmaßstab eines Diagramms soll in einfacher Weise so berücksichtigt 
werden, dßF=n-k-a-u wird (F=Fläche, k= ganzzahlige Konstante, a = Fahr- 
armlänge, % = Rollenumfang). a wird durch Probe-Umfahrung so bestimmt, daß sich 
ein geeignetes k ergibt. v. @uerard (Darmstadt). 

Behrbohm, Hermann: Kurze Bemerkung zur graphischen Lösung gewöhnlicher 
linearer Differentialgleiehungen 1. Ordnung. Z. angew. Math. Mech. 22, 57—58 (1942). 

Hat man sich bei gegebener Differentialgleichung y’= /„y + fı erst einmal die 


T 


T 
Funktionen F,(z) = exp N) fo(t)dt und F,(x) = I NUR verschafft, so daß man nume- 
a 


Fo(t) 


a 

risch oder graphisch über sie verfügt, so läßt sich, ohne daß man die Integralkurven 
selbst zeichnet, zu jedem x der Funktionswert y, den bei vorgegebener Anfangs- 
bedingung y(&,) = x, die Lösung der Differentialgleichung annimmt, auf sehr einfache 
Weise graphisch ermitteln: Zeichnet man in einem rechtwinkligen y,2-System die 
einparametrige Geradenschar y + F,(x)z — F,(z)Fı(z) =0 (Parameter x) und geht 
von der Stelle y, der y-Achse aus parallel zur z-Achse bis zum Schnitt mit der 
Geraden (z,) der Schar, von da aus parallel zur y-Achse bis zum Schnitt mit der 
Geraden (x) der Schar und dann wieder parallel zur z-Achse bis zur y-Achse zurück, 
so trifft man dort auf den gesuchten Wert y(z). — Es werden noch Abwandlungen 
der Konstruktion, durch die das Zeichnen der Geradenschar ersetzt werden kann, 
angegeben und ein Beispiel aus der Flugmechanik durchgeführt. (Vgl. den Aufsatz 
„Graphische Konstruktion von Sturzfluggeschwindigkeiten“ des | Verf. [Luftfahrt- 
forschg. 17, 167ff. (1940)].) Heinrich (Breslau). 


An u a 
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Collatz, L., und R. Zurmühl: Zur Genauigkeit verschiedener Integrationsverfahren 
bei gewöhnlichen Differentialgleiehungen. Ing.-Arch. 13, 34—36 (1942). 

Elf verschiedene Formelsysteme zur numerischen Integration werden angegeben 
und mit Hilfe der Taylorreihe sowie durch Anwendung auf die speziellen Beispiele y=y 
bzw. y = y miteinander verglicher. Nyström (Helsinki). 

Collatz, Lothar, und Rudolf Zurmühl: Beiträge zu den Interpolationsverfahren der 
numerischen Integration von Differentialgleichungen 1. und 2. Ordnung. Z. angew. 
Math. Mech. 22, 42—55 (1942). 

Aus bekannten Abwandlungen des Adams-Verfahrens werden zwei Interpolations- 
formeln für Differentialgleichungen 1. und 2. Ordnung ausgewählt, welche sich durch 
Einfachheit und Genauigkeit auszeichnen. Für diese Formeln, von denen die für 
Gleichungen 1. Ordnung mit der Simpsonschen Regel übereinstimmt, werden Fragen 
der Handhabung (insbesondere Benutzung von Schablonen), der Anfangsiteration, 
der Schrittbemessung und der Fehlerfortpflanzung eingehend besprochen. N yström. 


® Wagenbach, W.: Numerische Auswertung von Schwingungsgleiehungen. Darm- 
stadt: Selbstverl. 1940. 12 S., 3 Taf. u. 10 Abb. RM. 5.—. 

Die meisten der in der Physik vorkommenden gedämpften Schwingungen lassen 
sich mit genügender Genauigkeit durch eine der beiden Differentialgleichungen 

az+b2+c2=0 ode az+b?+cz=0 

darstellen. Die allgemeinen Lösungen dieser Gleichungen sind bekannt. Wohl mangels 
expliziter Rechenunterlagen hat man sich in der physikalischen Praxis jedoch in der 
Regel mit der Aufsuchung der aufeinanderfolgenden Maximalausschläge begnügt. Für 
manche Zwecke ist aber auch die Kenntnis des zeitlichen Ablaufes erwünscht. Verf. 
gibt zu diesem Zweck die Lösung z(t) der beiden Differentialgleichungen in Tabellen- 
und Kurvenform an. Durch eine dimensionslose Schreibweise gelingt es, mit einem 
einzigen wesentlichen Parameter auszukommen. K. Klotter (Berlin). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Statistik: 

De Finetti, Bruno: La statistica e il pensiero matematieo. Period. Mat., IV. s. 22, 
37—47 (1942). 

Gelegentlich einer in einzelnen Punkten sehr eingehenden Besprechung eines Lehr- 
buches (P. Luzzatto-Fegiz, Statistica demografica ed economica, Torino 1940) 
bringt Verf. einige wichtige Grundfragen der theoretischen Statistik und der Anwen- 
dung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf dieselbe zur Sprache, wodurch zu deren 
grundsätzlicher Klärung wesentlich beigetragen wird. Erörtert werden u. a. Einfluß 
bestimmter Faktoren auf eine Erscheinung, Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffs, 
Bindung zwischen Beobachtungen und statistischen Schlußfolgerungen, reale Bedeu- 
tung statistischer Gesetzmäßigkeiten. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 

Gini, Corrado: Alle basi del metodo statistieo. Il prineipio della compensazione 
degli errori aceidentali e la legge dei grandi numeri. Metron 14, 173—234 (1941). 

Eine Hauptaufgabe der Statistik besteht in der Befreiung der Beobachtungen einer 


Massenerscheinung von den durch Störungsfaktoren hervorgerufenen „Dimensions“- 


und „Häufigkeitsfehlern“. Die Möglichkeit der näherungsweisen Ausschaltung der- 
selben, soweit sie zufallsbedingt sind, durch Vergrößerung der Beobachtungszahl ge- 
währleistet für die Dimensionsfehler einerseits das Prinzip vom Ausgleich der Zufalls- 
fehler, für die Häufigkeitsfehler andererseits das Gesetz der großen Zahlen. Verf. 


untersucht eingehend Grundlagen, Erkenntniswert und Gültigkeitsbereich dieser beiden 
Behauptungen und zeigt, daß das Prinzip vom Ausgleich der Zufallsfehler, sofern es 


sich nicht auf Grund einer das Prinzip vorwegnehmenden Definition der „Zufalls- 


fehler“ auf eine Tautologie reduziert, nur unter gewissen zusätzlichen Voraussetzungen 


© 
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gilt, die streng genommen von Fall zu Fall nachzuprüfen sind. Das Gesetz der großen 
Zahlen wird vom Verf. auf eine gründliche Diskussion des Wahrscheinlichkeitsbegriffes 
aufgebaut. Anschließend an die Frage des durch Zufallsfehler bedingten Streuungs- 
zuwachses, setzt sich Verf. mit der Methode der Streuungszerlegung auseinander. 
M. P.@Geppert (Bad Nauheim). 

Gini, Corrado: Il prineipio della compensazione degli errori aceidentali. (Bologna, 
4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 673—676 (1942). 

L’A. fait remarquer que si l’on appelle „erreur accidentelle‘ toute erreur dont 
la valeur moyenne est egale ä zero, le principe de la compensation des erreurs acci- 
dentelles est certainement vrai, mais se reduit & une tautologie. L’A. examine la 
definition: erreur accidentelle = erreur fonction d’un facteur perturbateur dont la 
valeur moyenne est &gale & 0. Il se ramene ainsi au probleme: & quelles conditions une 
fonction d’une variable de valeur moyenne £egale & zero est-elle &galement de v.m.nulle. 
Il donne quelques conditions suffisantes. Dans tout l’article, il n’est question que 
d’erreurs independantes et s’ajoutant. Ville (Paris). 

Ugg®, Albino: Considerazioni sugli indiei di normalitä rieavati dal eonfronto fra 
momenti. Statistica, Ferrara 2, 157—162 (1942). 

Zur Untersuchung, ob eine beobachtete Verteilung normal sei, entwirft Verf. ein 
neues Kriterium, welches auf den für die gewöhnlichen und absoluten Mittelpunkts- 
momente », und |»,| der Normalverteilung geltenden Beziehungen 


v,[%,_a= (r—1)-v3 (r gerade), %.|/|»,-2|= (r -1)-v, (r ungerade) 
beruht. M. P.@Geppert (Bad Nauheim). 


Girshiek, M. A.: The distribution of the elliptieity statistie Z. when the hypothesis 
is false. Terrestr. Magnet. Atmosph. Electr. 46, 455—457 (1941). 

Eine multinormale Gesamtheit wird von J. W. Mauchly [Ann. math. Statist. 11, 
204—209 (1940); dies. Zbl. 23, 247] sphärisch genannt, wenn alle Streuungen gleich 
groß sind und alle Korrelationskoeffizienten verschwinden. Mauchly hat eine Kenn- 
ziffer der Elliptizität L, angegeben, die eine Aussage erlauben soll, ob eine vorliegende 
Stichprobe aus einer multinormalen sphärischen Gesamtheit stammen könnte. Er ver- 
mochte für den Spezialfall zweier Veränderlicher die Verteilung von L, zu bestimmen, 
wenn die Gesamtheit sphärisch ist. Verf. liefert nun für jede Anzahl von Variabeln 
und eine beliebige Elliptizität der Gesamtheit die L,-Verteilung. Dabei nutzt er 
geschickt einen allgemeinen Satz von J. Wishart [Biometrika 20 A, 32—52 (1928)] 
aus, welcher die Verteilung von Produktmomenten in Stichproben aus multinormalen 
Gesamtheiten betrifft. Anschließend bemerkt er treffend, daß eine nichtsphärische 
Gesamtheit deshalb nicht elliptisch zu sein braucht, da durchaus andere Alternativen 


in Frage kommen können. v. Schelling (Berlin-Charlottenburg). 
Young, L. C.: On randomness in ordered sequences. Ann. math. Statist. 12, 293—300 
(1941). 


Zur Beurteilung einer statistischen Zeitreihe hinsichtlich ihres zufallartigen bzw. 
systematischen Verhaltens wird die Größe 


herangezogen. Zu diesem Zwecke werden auf Grund der durch beliebige Permutation 
der X, entstehenden Häufigkeitsverteilung die ersten Momente für C’ errechnet. An- 
wendung auf Verteilungen nach R. A. Fisher und K. Pearson — Erläuterung an 
einem Beispiel aus der Fertigungstechnik. H..@ebelein (Eßlingen). 
Martinotti, Pietro: Proprietä teoriche dell’interpolazione. Statistica, Ferrara 2, 
 137—142 (1942). : 
An den n Stellen x; (i=]1,...., n) seien die Ordinaten y; gemessen und das Polynom 


Mm, ’ 
f(x) =Da,0” sei so zu bestimmen, daß die Quadratsumme der Abweichungen 
v=0 ' £ 
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& = y: — /(&) zum Minimum werde; dann gelten bekanntlich die Identitäten 


n n n n n_ de N N, a 
(1) Dyu= Die); af) =0; Dyta)= DR); PX =?’ y=Dly —!(x,)). 

i=1 i=ı il i=1 i=1 il iel i=1 
Verf. betrachtet nun eine andere Interpolation, die der Forderung entspricht, daß 
die Quadratsumme der Abweichungen zwischen beobachteten und berechneten Diffe- 


renzenquotienten 
Ya Yan - a) eo), Mar) Fa) arı — 2) = olh). 
nämlich der &(g;) = e(y) — o(h) = (&irı — )/arı - u) = el), i=0,1l..n, 
zum Minimum werde; dann gilt analog zu (1) 
nl n=]1 n—1l wl 


n a =: 
ZW = 22 Wo Zedel)= 0; ze eh) = eh); 


= i=0 


nz 


n—1 1 N 
zo) = elodetn) =, (ek) — Wh). 


Schließlich untersucht Verf. das Analogon .dieser Beziehungen, wenn die Quadrat- 
summe der Abweichungen der relativen Differenzenquotienten 


(Yyirı — Y)lylzızı — %) = olyı), (Hai+1) Fu fa))/t(@;) (41 — 2) = oh), 
nämlich der &(0,) = o(y;) — o(f;) zum Minimum gemacht wird. Harald Geppert. 

Knobloch, H.: Funktionsgewiehte in der Ausgleichsreehnung. Z. angew. Math. 
Mech. 21, 315—316 (1941). 

Es seien von n Größen a,,..., a, schon beliebig ausgewählte n — 1 ausreichend, 
um eine gesuchte Größe x zu bestimmen, d.h. es besteht unter ihnen eine Gleichung 
F(a,,...,@) =0. Stammen die Zahlenwerte der a, aus Messungen, so erhält man 
etwas verschiedene x;, je nachdem auf welches a, man bei der Berechnung verzichtet. 
Zur günstigsten Mittelung der x; im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate braucht 


ns erfordert. 
da, 


Verf. empfiehlt, nur einen Teil der Ableitungen, z. B. = ,‚ direkt zu berechnen, und 


man Gewichte G;, deren Berechnung die Kenntnis der Ableitungen 


alle übrigen mit Hilfe der Bedingungsgleichung F(a,,...,a,) =0 zu bestimmen. 
Übertragung auf den Fall, daß schon n — m der a, die Größe x festlegen. 
Theodor Zech (Darmstadt). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Sehelling, H. von: Trefferwahrseheinliehkeit und Variabilität. Ein Versuch zur 
Deutung der Wirksamkeit von Antigenen. Naturwiss. 30, 306—312 (1942). 

Anwendung der Treffertheorie auf die Immunbiologie. Verf. nimmt an, der Körper 
werde zur Immunisierung dadurch angeregt, daß ein „Rezeptor“ mindestens k Ele- 
mentarteilchen des Impfstoffes aufnehme. Ist die der Dosis D des Impfstoffes sowie { 
einem Variabilitätsfaktor v proportionale Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Elementar- 
teilchen von einem Rezeptor aufgenommen werde, klein, so folgt die Anzahl der ins- 
gesamt aufgenommenen Elementarteilchen einer Poissonschen Verteilung, und die 
Wahrscheinlichkeit für Immunisierungserfolg ist nach der bekannten Trefferformel 

w=1-—e"”?.(1 +vD/1! + (vDY/2! + --- + WDE-IR— N). 

Durch die Transformation = In(wD), y=D 2 wird sie in die bekannte Ver- 

teilung y = e&* = @“/(k — 1)! übergeführt, deren Momente Verf. unter Zurückführung 

auf die Funktion und ihre Ableitungen exakt berechnet. Die Untersuchung der 

Eigenschaften dieser Verteilung und ihre Anwendung auf Prigges Versuchsergebnisse 

betreffs Diphtherie-Impfstoffe bei Meerschweinchenstämmen führen zu wichtigen 

Schlußfolgerungen und Vermutungen hinsichtlich des Immunisierungsvorganges. 
M. P.Geppert (Bad Nauheim). 
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Paglino, Fernando: Su la misura della feeonditä matrimoniale della donna. Metron 
14, 287—400 (1941). 

Verf. ermittelt auf Grund sorgfältiger Berechnungen die Fruchtbarkeit der ver- 
heirateten italienischen Frauen, wobei er Ginis Begriff der „dem Risiko ausgesetzten 
Frauen“ zugrunde legt (Frauen, die vor 9 Monaten vermählt waren, mit Ausnahme 
derjenigen, die inzwischen eine Geburt hatten). Die Sätze betreffend fünfjährige 
Altersgruppen werden für die Periode 1931—1936 nach einer Methode ermittelt, analog 
jener, die von Mukherji für Frankreich angewandt wurde; überdies werden nach den 
Daten für 1930—1932 und recht detaillierter Bearbeitung die Sätze für jedes einzelne 
Lebensjahr berechnet. Bruno de Finetti (Trieste). 

© Huber, Michel: Mortalite. Statistiques sanitaires. (Actualites seient. et industr. Nr.863. 
Cours de dämographie et de statistique sanitaire. V.) Paris: Hermann &Cie. 1940. 134 pag. 

Im vorliegenden Band stellt Verf. die Hauptergebnisse der Sterblichkeits- und 
Gesundheitsstatistik zusammen. Zur Messung der Sterblichkeit verwendet er zunächst 
die gewöhnliche Sterbeziffer. Zur Berechnung international vergleichbarer Mortalitäts- 
indizes bedient er sich der Methoden der Standardbevölkerung und der Standard- 
sterblichkeit. Die Darlegung des Stoffes nimmt Verf. nach demographischen und 
sozialstatistischen Gesichtspunkten vor und arbeitet im besonderen die Abhängigkeit 
der Mortalität von Geschlecht, Alter, Familienstand und Beruf heraus. — Den Stoff 
der Gesundheitsstatistik gliedert Verf. in die folgenden Teilgebiete: Krankheitsstati- 
stik, Unfallstatistik, Gebrechlichenstatistik, Invaliditätsstatistik und Todesursachen- 
statistik. Die Stoffauswahl nimmt er wie bei der Sterblichkeitsstatistik nach sozial- 
wissenschaftlichen Gesichtspunkten vor, nicht nach naturwissenschaftlich-medizi- 
nischen. F. Burkhardt (Leipzig). 

@ Huber, Michel: Tables de mortalite. Mouvement gänöral d’une population. 
(Aectualites seient. et industr. Nr. 890. Cours de d&mographie et de statistique sanitaire. 
VI.) Paris: Hermann & Cie. 1941. 159 pag. ffrs 60.—. 

In Fortsetzung der in Band V (siehe vorsteh. Referat) gegebenen Darstellung der 
Mortalitätsstatistik behandelt Verf. in diesem Band die Theorie und Technik der 
Sterbetafeln. Er legt zunächst die hierfür in Betracht kommenden Grundbegriffe der 
formalen Bevölkerungstheorie dar, wobei er auch die von Lexis und Zeuner ent- 
wickelten graphischen Darstellungen von bevölkerungsstatistischen Gesamtheiten mit 
darstellt. Im Anschluß hieran gibt er einen Überblick über die Lehre von den Sterb- 
lichkeitsgesetzen, unter denen er die Formel von Moivre und die von Gompertz 
und Makeham besonders hervorhebt. Für die Aufstellung von Sterbetafeln unter- 
scheidet er vier Methoden; die wichtigste ist die der Sterbenswahrscheinlichkeiten, 
deren Bestimmung mittels des Geburtsjahrverfahrens oder des Sterbejahrverfahrens 
durchgeführt werden kann. Hierbei behandelt Verf. auch die Frage der Ausschaltung 
des Einflusses der Wanderungsbewegung. Zur Ausgleichung der empirischen Tafel- 
werte zieht er die mathematischen, analytischen und graphischen Ausgleichungs- 
methoden heran. Die Anwendung der Tafelmethode auf das erste Lebensjahr führt 
zu einer exakten Messung der Säuglingssterblichkeit. Auf dieser Basis behandelt 
Verf. die Relationen, die in der Statistik der Säuglingssterblichkeit in bezug auf Ge- 
schlecht, Alter, Legitimität, Kalenderzeit, Todesursachen und Ernährungsweise auf- 
treten. Anschließend werden die Methoden der Bevölkerungsvorausberechnung, für 
die die Sterbetafel wesentliche Unterlagen liefert, dargelegt. In Frage kommen ana- 
lytische Methoden, bei denen mit Hilfe gewisser analytischer Funktionen extrapoliert 
wird (z. B. logistische Kurve von Verhulst, natürliche Wachstumsrate von Lotka), 
und die biologische Methode der fortschreitenden Vorausberechnung für einzelne. 
Altersklassen (Geburtsjahrgänge).  F. Burkhardt (Leipzig). 

.Stauber, Kurt: Beiträge zur Theorie der Kompakttafel. Mitt. Vereinig. schweiz. 
Versich.-Math. 42, 97—146 (1942). Br 

P. Smolensky hat den Begriff der Kompakttafel eingeführt [Mitt. 10. Internat. 


Zentralblatt für Mathematik. 26. 27 
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Aktuarkongr. 5 (1934)]. Die Kompakttafel entsteht in der Weise, daß man das stati- 
stische Material unter völliger Vernachlässigung des Alters einzig nach der abgelaufenen 
Versicherungsdauer ordnet. — In der vorliegenden Arbeit wird ein gegen die Ver- 
wendbarkeit der Kompakttafel erhobener Einwand dadurch beseitigt, daß die Alters- 
verteilung der Eingetretenen des Versicherungsbestandes in die Betrachtungen ein- 
bezogen wird; es werden ferner die Beziehungen zwischen den mittels der Kompakt- 
tafel bzw. der Selekttafel berechneten Rücklagen eingehend untersucht. 
W. Simonsen (Kopenhagen). 

Sehärf, Henryk: Über eine Anwendung des Zeiehenbewahrungssatzes. Mitt. Ver- 
einig. schweiz. Versich.-Math. 42, 147—149 (1942). 

Werden die Sterbenswahrscheinlichkeiten 94: (=0,1,..,n— 1) der ge- 
mischten Versicherung eines x-jährigen auf n Jahre entsprechend um ög,,.> 0 
ermäßigt, so steigen sämtliche Deckungskapitalien innerhalb der Versicherungsdauer, 
falls die Zahlen ög,,. a) konstant sind, b) fallen. In der Abhandlung wird mit Hilfe 
des Zeichenbewahrungssatzes allgemeiner bewiesen: Dieser Lidstonesche Satz gilt für 
jede Lebensversicherung mit gleichbleibenden bis Versicherungsablauf zahlbaren 
Prämien, deren Risikokapital eine nichtwachsende Funktion der Zeit ist, ohne jedoch 
im Falle a) konstant zu sein, im Falle b) identisch zu verschwinden. Janko (Prag). 

Jecklin, Heinrich: Zur Praxis der Reservebereehnung nach der t-Methode. Mitt. 
Vereinig. schweiz. Versich.-Math. 42, 67—75 (1942). 

Es wird bei der Hilfszahlenmethode nach gleichem erreichten Alter gruppiert, bei 
der Lidstoneschen Methode nach gleicher restlicher Versicherungsdauer usw. Nach 
Durchführung der Reserveberechnung hat dann wieder die Rückgruppierung zu er- 
folgen. Der große Vorteil der t-Methode besteht nun darin, daß sich eine Umordnung 
des Bestandes zwecks Gruppenbildung erübrigt, denn jedes Zugangsjahr bildet ein- 
fach eine Gruppe. Ein weiterer Vorteil der i-Methode besteht darin, daß sich eine 
Änderung der Reserveberechnungsgrundlagen (Sterbetafel, Zinsfuß) ohne irgendwelche 
Schwierigkeiten bewerkstelligen läßt. Weil aber die t-Methode zu den Näherungs- 
verfahren gehört, ist es natürlich wichtig, die Genauigkeit der mittels dieser Methode 
errechneten Reservewerte zu beurteilen. Diesbezügliche Erwägungen werden angedeutet 
und weiteren Untersuchungen vorbehalten. In strenger Beurteilung könnte die Durch- 
schnittsaltersbestimmung nur dann allein aus den mit den Versicherungssummen 
gewichteten Sterbenswahrscheinlichkeiten erfolgen, wenn bei der einzelnen Reserve- 
gruppe innerhalb der Altersverteilung das Verhältnis von Versicherungssummen zu 
Prämien konstant ist. Es darf zu Zeiten normaler Bestandesentwicklung vorausgesetzt 
werden, daß die normierte Summenverteilung nach Eintrittsaltern sich in den ver- 
schiedenen Akquisitionsjahren ungefähr gleichbleibt. Die wichtigsten Resultate der 
an einem Jahreszugang eines bestimmten Versicherungsportefeuilles vorgenommenen 
vergleichenden Berechnungen werden mitgeteilt und weitere Anregungen gegeben. 

Janko (Prag). 

D’Addario, R.: Il tasso del premio nelle assieurazioni di fabbricati eontro i danni 
da ineendio. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 716 (1942). 

Empirische Formeln der Art y = ka“ liefern in der Feuerversicherung eine gute 
Darstellung der Schadenshäufigkeit und der mittleren Schadensquote als Funktion des 
Wertes der Gebäude; dasselbe gilt daher auch für den Prämiensatz. Bruno de Finetti. 


Jongh, B.H.de: Selbstbehalt-Theorie der Feuerversieherung. Verzekerings-Arch.23, 


177—188 (1942) [Holländisch]. 
Durch die Wahl des Selbstbehalts wird der künftige Schadenverlauf beeinflußt, 


- und zwar im Sinne stabiler Überschüsse bzw. so, daß stets ausreichende Deckungs- 


mittel verfügbar sind. Verf. zeigt, daß beide Forderungen zu derselben Formel für 
den Selbstbehalt führen, indem er ihn 1) so wählt, daß das Quadrat des Schwankungs- 
maßes [s. Riebesell, Sachversicherungsmathematik, Veröff. Deutsch. Ver, Vers.- 
Wiss. 56, 19 u. 25—26 (1936)] zum Minimum wird, bzw. 2) so, daß die Deckungs- 
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mittel größer als ein bestimmtes Vielfaches des mathematischen Risikos sind. Auf 

beiden Wegen ergibt er sich als Produkt eines vom Versicherungsstock unabhängigen 

Selbstbehalt-Koeffizienten (SBK) mit dem Quotienten aus zweitem Moment und 

Risikoprämie des Versicherungsstocks. Der SBK er ist eine Funktion der Risiko- 
— IT 

prämie x und der Ausbreitungshäufigkeit 2? des hinzukommenden Wagnisses. Er ist 


um so höher, je höher x und je kleiner &° ist; sein Minimum mit wird im Falle 


1—z 

des alternativen Wagnisses erreicht, das nur Vollschäden zuläßt. Bei Wagnissen mit 
Teilschäden ergibt sich der SBK für maximalen Selbstbehalt als a, wo l— wy 
die Schadenausbruchshäufigkeit ist. — Verf. bemerkt u..a. noch, Aa erst Über- 
schreitung des Selbstbehalts auf ungefähr das Doppelte die Stabilität mindert, während 
Unterschreitungen nicht zur Steigerung, sondern auch zur Minderung der Stabilität 
führen. Hasso Härlen (Berlin). 


Segerdahl, C.-0.: Über einige risikotheoretische Fragestellungen. Skand. Aktuarie 
Tidskr. 1942, 43—83. 

Verf. gibt zuerst eine kurze zusammenfassende Darstellung einiger Teile der von 
F. Lundberg [Verh. 6. Internat. Kongr.-Vers. wiss. 1, 877—955 (1909)] geschaffenen 
kollektiven Risikotheorie. — Es wird weiter eine Erwiderung auf eine von G. Ottaviani 
(dies. Zbl. 23, 351) gegen die Theorie erhobene Kritik gegeben. — Schließlich werden 
einige Entwicklungen, die sich unter Berücksichtigung der Verzinsung der Risiko- 
reserve ergeben, angeführt. W. Simonsen (Kopenhagen). 


Brans, J. A.T.M.: Änderungen im Zinsfuß und deren Einfluß auf Privat- und Sozial- 
versicherung. Verzekerings-Arch. 23, 220—252 (1942) [Holländisch]. 

Verf. berichtet in einem Vortrag über die Verhandlungen des Pariser Aktuar- 
kongresses (1937) zum Zinsfußproblem, besonders eingehend über die versicherungs- 
mathematischen Arbeiten von Berger, Jirina Frantikova und Stoodley. In der 
Aussprache wird festgestellt, daß die Näherungsformeln von Frantikova praktisch 
nur für Einzelversicherungen brauchbar sind, nicht für einen sehr gemischten Ver- 
sicherungsstock. — Bei der Besprechung der Theorie von v. Böhm-Bawerk in Vor- 
trag und Aussprache steht die Unsicherheit künftigen Besitzes (die nur einen Risiko- 
bestandteil im Zins begründet) im Vordergrund, während der Zins lediglich auf die 
systematische Unterschätzung künftiger Bedarfsdeckungsmittel gestützt werden kann, 
wie sich aus einer Arbeit von v. Stackelberg [Zt. f. Nationalökonomie 9, 167—200 
(1938)] ergibt. — Die vermuteten Ursachen der Zinsveränderungen geben keinen aus- 
reichenden Anhalt für die künftige Entwicklung. Dagegen berichtet Verf. über eine 
holländische Arbeit von Lindner (Wissenschaftliche Bilanz des Invaliden- und Alters- 
fonds für 1934), in der die Bewegung des Zinsfußes zwischen 1864 und 1914 als eine 


_ Schwingung 3,628 + 0,377 sinzzt dargestellt wird, was Verf. als brauchbare Grund- 


lage für Schätzungen künftiger Zinserträge anerkennt und so auch von Lindner ver- 
wendet wurde. — Vortrag und Aussprache enthalten u. a. verschiedene Bemerkungen 
über das Zinsfußproblem in der Sozialversicherung, das in Paris nur wenig behandelt 
wurde. -  Hasso Härlen (Berlin). 
Geus, W. de: Über Kurs und Kursformeln von Anleihen mit kontinuierlicher Zah- 
lung. Verzekerings-Arch. 23, 189—204 (1942) [Holländisch]. R 
Die von Campagne [Verzekerings-Arch. 18, 97—114 (1937); dies. Zbl. 17, 275] Be 
| aufgestellte lineare Differentialgleichung 1. Ordnung des mathematischen Kurses einer Te 
“Anleihe mit kontinuierlicher Verzinsung und Tilgung gewinnt Verf. durch Differen- 
tiation der umgeformten allgemeinen Kursformel (Kurs = abgezinster Wert aller noch 
| ausstehenden Leistungen für die Kapitaleinheit). Aus dieser Kursformel entwickelt 
er ferner die Ableitung des Kurses nach der Realzins-Intensität sowie eine Differential- 
27% 
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gleichung des Kurses mit der Nominalzins-Intensität als unabhängiger Veränderlicher. 
Durch Integration dieser Differentialgleichung erhält er zwei neue, einfache Kurs- 
formeln. Diese Formeln für kontinuierliche Verzinsung und Tilgung gehen aus den 
Formeln für den diskontinuierlichen Fäll hervor, indem man die Zinssätze durch die 
Verzinsungsintensitäten ersetzt und den Zeitwert der künftigen Tilgungen bzw. des 
künftig zu verzinsenden (noch nicht ‘'getilgten) Kapitals diskontinuierlich ansetzt als 


n n 
fee rar bzw. Are re rar. Hasso Härlen (Berlin). 
ı t 
: t 


Varoli, Giuseppe: Ammortamenti in regime di capitalizzazione semplice. Period. 
Math., IV. s. 22, 104—119 (1942). 

Die von Sibirani (dies. Zbl. 26, 143) bemerkte Vieldeutigkeit des Begriffes der 
Tilgung bei (nach Cantelli) „nicht-zerlegbaren“ Kapitalisierungsgesetzen, wird bei 
näherer Behandlung der gewöhnlichen Verzinsung erörtert. Bruno de Finetti. 

Amoroso, Luigi: Riflessioni sulla dinamica dei prezzi. (Bologna, 4+—6. IV. 1940.) 
Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 677—682 (1942). 

Um zu einer theoretischen Formulierung zu gelangen, deren Folgerungen im Ein- 
klang mit der Erfahrung stehen sollen, nimmt Verf. an, die Dynamik der Preise solle 
analog wie die der Mechanik auf Grund von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
entwickelt werden, und zwar derart, daß sich das Vorhandensein von Vorräten auf 
die Beschleunigung der Preisbewegung, statt auf deren Geschwindigkeit, auswirkt. 

Bruno de Finetti (Trieste). 

Rinonapeoli, M.: Osservazioni sulla diffusione dei redditi. ( Bologna, 4—6. IV. 1940.) 
Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 691—698 (1942). 

Verf. stellt die Möglichkeit in Erwägung, eine Analogie im Studium gewisser 
Erscheinungen der Wirtschaft und der Thermodynamik zu verwerten; danach sollte 
im besonderen der Temperatur ein Index der Gleichverteilung der Einkommen ent- 
sprechen. Bruno de Finetti (Trieste). 

D’Addario, Raffaele: La eurva dei redditi: Condizioni per le quali Pequazione di 
Me Alister & la piü probabile. (Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 
715 (1942). 

Verf. gibt die Bedingungen an, unter denen die durch die Gleichungen von 
McAlister bzw. von Amoroso dargestellte Verteilung der Einkommen sich im be- 
kannten Sinne der statistischen Mechanik als „die wahrscheinlichste“ erweist. 

Bruno de Finetti (Trieste). 


Geometrie. 
Elementargeometrie: 


Gallucei }, Generoso: Teoria euclidea delle proporzioni tra grandezze. (Bologna, 
4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 932—935 (1942). 

Elementargeometrische Betrachtungen über die Sätze der Proportionslehre. 

O. Bottema (Deltt). 

Nehring, O.: Zyklische Projektionen im Dreieck. J. reine angew. Math. 184, 
129—137 (1942). 

Fortsetzung einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 16, 269). Auf den Seiten BC, CAM 
AB des Dreiecks ABC liegen bzw. die Punkte A,, B,,C,; man wähle auf BC einen 
beliebigen Punkt 1 und führe die folgenden Projektionen aus: 1B,xBA=2, 
24,x4C=3, 30,x0B=4, 4B,xBA=5 usw. I. Wenn A,, B,, C, der Ceva- 
Bedingung AA,x BB,xCC, = P genügen, so hat man: 1. Punkt 1 fällt mit 7 zu- 
sammen; 2. sind 1, 1’, 1” drei Punkte mit der Bedingung A1x Bl’xC1”=Q, dann ist 
3Bx3’0Ox3’"A=R und 50x5Ax5’B=S; 3. die Punkte der Tripel (2, 2’, 2’), 
(4, 4', 4"), (6, 6’, 6’) liegen je auf einer Geraden; 4. rRxsS xqgQ=P,wor=22'x4, 
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s=44x66', q=66'x22°. II. Sätze für den Fall, wo A,, B,, C, der Menelaus- 
Bedingung A, B, = B,C, genügen. III. Zachariassche Gerade und Morleysche Punkte. 
IV. Eine neue Konstruktion: der beliebige Punkt 1 liegt jetzt auf 0C,. O. Bottema. 

Claeys, Marcel: Über Orthopole und eine Erweiterung. Wis- en Natuurkdg Tijdschr. 
11, 10—24 (1942) [Flämisch]. 

m sei eine Gerade in der Ebene des Dreiecks ABO; 4’, B’ und (’ seien die senk- 
rechten Projektionen von A, B und C auf m; die drei Geraden durch A’ senkrecht 
auf BC usw. gehen durch einen Punkt M, den Orthopol von m in bezug auf das Dreieck. 
Verf. gibt einen Beweis dieses bekannten Satzes mittels darstellender Geometrie. 

O. Bottema (Delft). 

Thebault, V.: Sur le th&oreme de Pilatte. Enseignement Math. 38, 287—293 (1942). 

Etant donnes deux polygones homothötiques P et P’ et un polygone I/ circonscrit 
au premier et inscrit au second, la surface de /J est moyenne proportionelle entre 
celles de Pet de P’. (Pour le cas du triangle ce th&or&me a &t& Enonce par Pilatte, 
1811.) Extensions. L’analogue du theor&me pour deux polyedres convexes (th&oreme 
de Prouhet, 1863). Theoremes de Neuberg pour deux tetra&dres. O0. Bottema. 

Bioche, Ch.: Sur des oetogones et des decagones & eötes oppos6s paralleles. En- 
seignement Math. 38, 323—324 (1942). 

L’A. a remarque& [Bull. Soc. Math. France 58, 90—99 (1930)] que si une circon- 
ference est divisee en six parties €gales, il y a parmi les hexagones qui ont pour sommets 
les points de division, 6 hexagones dont les cötes opposees sont paralleles. Ici il con- 
sidere le cas oü il y a 2n points de division. Pour n=4 et n=5 il trouve resp. 24 
et 145 polygones. O. Bottema (Delft). 

Peineke, H.: Fehlerbetrachtung zur Rinaldinischen Regel. Z. angew. Math. Mech. 
22, 116—117 (1942). 

Verf. ermittelt die Fehler bei der sog. Rinaldinischen Näherungskonstruktion für 
ein regelmäßiges Vieleck in einem Kreis und stellt sie übersichtlich in einem Schaubild 
dar. Der Fehler ist am größten, 38’, bei einem Mittelpunktwinkel & = 18°, merk- 
würdig gering zwischen & = 60° und 90°. Fladt (Tübingen). 


Analytische Geometrie. Projektive_ Geometrie: 


@ Campedelli, Luigi, e Vittorio Notari: Esereitazioni di geometria analitiea e proiet- 
tiva. 3. ediz. Padova: A. Milani 1940. 397 pag. L. 65.—. 

® Ghizzetti, Aldo: Lezioni di geometria analitica con elementi di proiettiva. (Bibl. 
teen. e seient. 149.) Torino: V. Giorgio 1940. X, 522 pag. 

@ Togliatti, Eugenio G.: Lezioni di geometria analitieca e proiettiva. Genova: 
E. Cioffi 1940. 404 pag. 

Natueei, A.: Vari tipi di dimostrazione del teorema fondamentale della geometria 
proiettiva. ae 4.6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 977—982 (1942). 

Eine kurze Übersicht über die verschiedenen Definitionen für die projektive Ver- 
wandtschaft (Projizieren und Schneiden, Invarianz des Doppelverhältnisses, Invarianz 
der harmonischen Lage) und über die Beweise für den Fundamentalsatz der projek- 
tiven Geometrie. Bibliographie. O. Bottema (Delft). 

Conte, Luigi: Un problema relativo alla parabola secondo Fermat, Newton e Castillon. 
Period. Mat., IV.s. 22, 70—90 (1942). a 

Die Arbeit enthält eine analytische Behandlung der Aufgabe, eine Parabel 
durch vier gegebene Punkte zu legen, sowie eine eingehende Besprechung ihrer 
konstruktiven Lösungen von Fermat, Newton und Castillon. - Z. Kruppa. 

Kollros, Louis: D&monstration de deux formules de Steiner. (121. Jahresvers., 
Basel, Sitzg. v. 6.—8. IX. 1941.) Verh. Schweiz. naturforsch. Ges. 83 (1941). 

Beweis zweier von Steiner in seiner Abhandlung ‚Teoremi relativi alle coniche 


inscritte e eircoscritte‘ (Gesammelte Werke Bd II, 8.329, Berlin 1882) angegebenen 
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Sätze über den Flächeninhalt einer Ellipse, von der man den Mittelpunkt und ein 
um- bzw. einbeschriebenes Dreieck kennt. H. Thomas (Darmstadt). 

Kollros, Louis: Gön6ralisation de, thöor&mes de Miquel et Clifford. (121. Jahres- 
vers., Basel, Siützg. v. 6.—8. IX. 1941.) Verh. Schweiz. naturforsch. Ges. 82—83 (1941). 

Die Brennpunkte der 5 Parabeln, die je 4 von 5 Geraden berühren, liegen auf 
einem Kreise (Miquel); je 5 von 6 Geraden bestimmen auf diese Weise je einen Kreis, 
alle 6 Kreise laufen durch einen Punkt; die durch 7 Gerade bestimmten 7 solchen 
Punkte liegen auf einem Kreise usw. (Clifford). Verf. spricht den Satz aus: Der 
Cliffordsche Kreis ist geometrischer Ort der Punkte P mit der Eigenschaft, daß die 
Fußpunkte der aus ihnen auf die 2n + 1 Geraden gefällten Lote auf einer algebraischen 
Kurve n-ter Ordnung liegen, welche P als (n — 1)-fachen Punkt enthält; im Falle 
von 2n +2 Geraden besitzt allein der Cliffordsche Punkt diese Eigenschaft. Ref. 
bemerkt, daß dieser Satz auch für n = 1 ausgesprochen werden kann, wodurch der 
Satz über die Wallacegerade und ein Steinerscher Satz über den Parabelbrennpunkt 
entsteht. @. Hajös (Budapest). 

Kärteszi, Francesco: Su un sistema speeiale delle eoniehe oseulatriei a due coniche 
date. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 271—276 (1942). 

In der projektiven Ebene (x, 25, &;) betrachtet Verf. die beiden Kegelschnitte 
Lt; -— @=0, %% — 0 und diejenigen Kegelschnitte, die jeden dieser beiden 
in zweiter Ordnung berühren. Man erhält so ein einparametriges Kegelschnittsystem 
vom Index 6, von dem Verf. einige Eigenschaften untersucht. E. Bompiani (Roma). 

Kärteszi, Francesco: Sulla parabola di Neil. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 
2. Congr. Un. Mat. Ital. 994—998 (1942). 

Die Parabel I(x=t,y=t?) wird als orthogonale Projektion der kubischen 
Raumkurve O%r=t, y=t?, z=1t?) auf die Ebene z2= 0 betrachtet. Die ool in 03 
einbeschriebenen Dreiecke, deren Ebenen durch eine gegebene Gerade p hindurch- 
gehen, projizieren sich in oo! der Parabel I" einbeschriebene Dreiecke, die einen Kegel- 
schnitt y umhüllen; man hat so eine Korrespondenz zwischen p und y (dies. Zbl. 23, 
158). Der Schwerpunkt des zweiten Dreiecks liegt auf der Achse der Parabel, wenn 
die Ebene des ersten Dreiecks senkrecht zu y = 0 ist; der Schwerpunkt des von den 
Tangenten an I'in den Ecken des ersten Dreiecks gebildeten Dreiecks liegt auf der 
Scheiteltangente von /', wenn die Ebene des ersten Dreiecks senkrecht zu x = 0 ist; 
und umgekehrt. Die zwei Arten mit /’ verbundener besonderer Dreiecke seien mit A; 
und Ayr bezeichnet. Man betrachtet jetzt die Evolute von /' (Neilsche Parabel); aus 
einem Punkte @ der Ebene kann man drei Lote auf I fällen, deren Fußpunkte ein 
Dreieck Ag bilden; dual schneidet eine Gerade g die Evolute von Z'in drei Punkten, 
deren Tangenten Normalen von J' sind; die Tangenten an I’ in ihren Fußpunkten 
bilden ein Dreieck A,. Es wird hier zunächst bewiesen, daß die Dreiecke Ag, A, mit 
Ar, Arı zusammenfallen. Andere Eigenschaften beziehen sich auf die Paare (Ag, 4,), 
bei welchen @ auf g liegt. Eine allgemeine Projektivität auf [' verwandelt nur ool 
Dreiecke Ag oder A, in ebensolche; nur die Projektivitäten t’ = at verwandeln jedes Ag 
(oder A,) wieder in ein solches Dreieck. E.@. Togliatti (Genova). 

Beränek, Jifi: Das absolute Minimum im Falle der Reflexion eines Strahles an 
einer ebenen Kurve, insbesondere an einem Kegelschnitte. Vöstn. Krälovskd &esk& Spol. 
Nauk 1941, Nr 11, 1—10 u. dtsch. Zusammenfassung 11 (1942) [Tschechisch]. 

Es sei 8 ein leuchtender Punkt, welcher in der Ebene einer spiegelnden Kurve z 
liegt. Ein von $ ausgehender Strahl trifft z in M; es sei A ein beliebiger Punkt des- 
jenigen Strahles, welcher durch Reflexion von SM an zentsteht. Wenn der Abstand AM 
genügend klein ist, so liefert die gebrochene Linie SMA das absolute Minimum, 
d.h. SM + MA ist kürzer als jeder gebrochener Linienzug SNA, wo N ein Punkt 


der Kurve 2 ist. Falls A sich auf dem reflektierten Strahle in der Richtung von MA 


bewegt, so hört zuerst das absolute Minimum in einem Punkte B auf; das relative 
Minimum hört auf im Punkte C, wo der reflektierte Strahl MA die Kaustik k berührt 
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(MC > MB); schließlich gibt es einen Punkt D auf demselben Strahl, welcher folgende 
Eigenschaft besitzt: Alle Punkte P des Strahles, die hinter D liegen (MP>MD), 
geben absolutes Maximum der Länge des gebrochenen Linienzuges SMP. Es wird 
eine Konstruktion angegeben, die die Kurve p, Ort des Punktes B, mit beliebiger 
Genauigkeit näherungsweise zu zeichnen gestattet. Im Spezialfalle der Reflexion an 
einem Kegelschnitte wird p von einem Bogen eines Kegelschnittes gebildet, der zu 
dem als reflektierende Kurve angenommenen Kegelschnitte konfokal ist. Der Beweis 
dieses Satzes wird auf den folgenden, von Chasles herrührenden Satz, zurückgeführt: 
Wenn ein Kegelschnitt X einen anderen Kegelschnitt Z in zwei Punkten berührt, 
so entspricht jedem zu X konfokalen Kegelschnitt K’ ein zu L konfokaler Kegel- 
schnitt Z’, der X’ in zwei Punkten berührt. B. Hostinsky (Brünn). 

Toseano, Letterio: Una proprietä della eoneoide di Nicomede. An. Fac. Ci. Pörto 
26, 204—205 (1941). 

Wenn die Gerade PM den Kreis K mit dem Mittelpunkt M in $ trifft und 
PS = SQ ist, so heißt Q ein Spiegelpunkt von P an K. (Einem Punkt sind also im 
allgemeinen zwei Spiegelpunkte zugeordnet.) Einer Geraden entspricht in dieser Ver- 
wandtschaft eine Konchoide des Nikomedes. O. Bottema (Delft). 


Algebraische Geometrie: 


Battaglini, Francesco: Nuove formule per la risoluzione di problemi numerativi su 
eoniehe. (Bologna, 4+—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 259—263 (1942). 

Eine Untersuchung im Gebiete der abzählenden Geometrie, unter Anwendung 
des symbolischen Kalküls im Schubertschen Sinne. Sei 0? eine Kurve des S, der 
Ordnung n und vom Range r. Mit y7(n, r) wird die Bedingung angedeutet, daß ein 
Kegelschnitt durch % bestimmte Punkte der Of hindurchgehe und überdies die 0% 
noch k-mal schneide. Verf. löst die Aufgabe, die Y,x(n, r) als Funktionen von n, r 
und den Schubertschen Elementarbedingungen u (Durchgang der Ebene eines Kegel- 
schnittes durch einen bestimmten Punkt) und » (Inzidenz eines Kegelschnittes mit 
einer bestimmten Geraden) darzustellen. Dies geschieht durch Anwendung klassischer 
Methoden der abzählenden Geometrie und Benutzung einiger Resultate von Severi. 

Conforto (Roma). 

Rossier, Paul: Sur les points paraboliques d’une courbe algebrique. C. R. Soc. 
Physique Geneve (Suppl. aux Arch. Sci. Physiques etc. 24) 59, 40—41 (1942). 

In Ergänzung zu einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 26, 250) wird der Satz aus- 
gesprochen: Wenn auf einer ebenen Kurve n-ter Ordnung mehr als 2n(n — 2) Punkte 
parabolisch sind, d.h. eine Parabel als Polarkegelschnitt haben, so ist jeder Punkt 
der Kurve parabolisch. E. Kruppa (Wien). 

Piazzolla Beloch, Margherita: Sulle secanti multiple delle eurve algebriche sghembe. 
(Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 277—280 (1942). 

Der Inhalt vorliegender Note stimmt im wesentlichen mit der in dies. Zbl. 25, 211 
besprochenen Arbeit überein. U. Morin (Padova). 

Galafassi, Vittorio Emanuele: Modelli minimi di eurve algebriche reali col massimo 
numero di eireuiti dispari non seeantisi, sui singoli tipi di superfieie eubiche reali. Boll. 
Un. Mat. ital., II.s. 4, 166—171 (1942). 

Aus Untersuchungen von A. Comessatti (dies. Zbl. 8, 80) folgt, daß eine al- 
gebraische, reelle, von mehrfachen Punkten freie Kurve (, die auf einer (algebraisch-all- 
gemeinen) reellen, einteiligen Fläche 3. Ordnung liegt, nicht mehr als Z unpaare Züge 
aufweisen kann, wenn Z(=17,5,3,1) die Zusammenhangsordnung des reellen Teiles 
von F bedeutet. Hier bemerkt Verf. zunächst, daß die betrachtete Kurve (, die Z 
unpaare Züge aufweist, wenigstens die Ordnung Z + 2 (falls sie windschief ist) und 
das Geschlecht Z — 1 hat. Dann benutzt er die übliche ebene Abbildung von F, um 
durch Beispiele zu zeigen, daß jene kleinsten Werte Z+2 und Z— 1 wirklich und 
gleichzeitig erreicht werden können; in den vier Fällen hat man so Raumkurven 
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02, 01,08, 03. Läßt man im vierten Falle die Voraussetzung, daß C windschief sei, 
fallen, so muß C$ durch eine Gerade der Fläche ersetzt werden. Da im Falle Z=7 
eine besondere Fläche F im Beweise benutzt worden ist, bleibt noch zu entscheiden, 
ob auf jeder F, im Falle Z= 17, Kurven (5 der gewünschten Art vorhanden sind. I: 
Die Ausdehnung auf eine zweiteilige Fläche F erfolgt ohne Schwierigkeit. Toglatti. 

Morin, Ugo: Sull’unirazionalitä dell’ipersuperfieie algebriea di qualunque ordine e 
dimensione suffieientemente alta. (Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. 
Ital. 298—302 (1942). 

Die allgemeinste Hyperfläche V?_, der Ordnung n eines Raumes 5, ist uni- 
rational, sobald r groß genug ist; d. h. die Koordinaten eines veränderlichen Punktes 
der V*_, können als rationale (aber nicht rational umkehrbare) Funktionen von r — 1 
Parametern ausgedrückt werden; mit anderen Worten: man kann immer die Punkte 
der V*_, auf die Gruppen einer Involution im Raume $,_, birational abbilden. Für 
die Richtigkeit der Behauptung genügt es, r > r,„ zu wählen, wo r,=2 und r,— je) 
ist. Der Beweis ist auf vollständiger Induktion begründet. Für n=3 und r>5 
ist der Satz schon bekannt. Es wird die Richtigkeit des Satzes für die V7Z] eines 
Raumes $, (r>r„_ı) angenommen und für die Vf, eines Raumes $, (r>r,„) be- 
wiesen. Dazu bemerkt man zunächst, daß auf V?_, stets Räume [r„_,] existieren 
(falls r>r,); man wählt auf V/_, einen solchen [„_ı]; die [„-, + 1] durch [r„_ı] 
schneiden V%_, im [r„_,] selbst und in einer weiteren Ve die, durch Veränderung 
des [r„-ı+1], das System aller Kara auf [r„_ı] schneidet (hier wird auch die Vor- 
aussetzung n> r„ benötigt); man wählt dann im [r„_,;] ein rationales System & der 
Dimension r„_ı von Räumen [r„_s]; eine allgemeine Hyperfläche jener Verng enthält 
dann eine endliche Anzahl u von Elementen des Systems 2%; aus der Rationalität 
von & und der vorausgesetzten Unirationalität der ve schließt man die Abbildbar- 
keit von V#_, auf die Gruppen einer Involution der Ordnung u des Raumes $,_;. 

E.G. Togliatti (Genova). 

Ales, Maria: Aleune osservazioni sulle rappresentazioni parametriche. Rend. 
Circ. mat. Palermo 63, 91—92 (1941). 

Hat man für eine algebraische Mannigfaltigkeit M der Dimension n eine para- 
metrische Darstellung durch automorphe Funktionen von n Veränderlichen, so können 
mit Erfolg geeignete Äquivalenzformeln für die kanonischen Mannigfaltigkeiten der 
Dimension n — 1 auf M bewiesen werden, analog wie es Verf. im Falle n—=1 (dies. 
Zbl. 5, 408) schon dargestellt hat. Beweise sind nur angedeutet. Conforto (Roma). 

Ales, Maria: Recenti risultati sulle forme algebrieo-differenziali e loro applieazioni. 
(Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 287—290 (1942). 

Kurzer Bericht über die Untersuchungen des Verf. im Gebiete der Cartanschen 
Theorie der Differentialformen, in Anschluß an Fragen der algebraischen Geometrie. 
Als Anwendung wird ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafür gegeben, 
daß eine algebraische Mannigfaltigkeit V, mit t>r rational transformierbar sei in 
eine Mannigfaltigkeit, die das topologische Produkt von r Kurven ist, die alle das Ge- 
schlecht größer als 1 haben. Es lautet: Die linearen Differentialformen erster Gattung 
auf V, zerfallen in r Systeme, so daß das alternierende Produkt von irgendwelchen 
solcher Formen dann und nur dann Null ist, wenn zwischen den Faktoren des Pro- 
duktes mindestens zwei demselben System angehören; ferner soll jedes System min- 
destens zwei linear unabhängige Formen besitzen. Der Fall r =2 wurde von Verf. 
in einer früheren Arbeit schon betrachtet (dies. Zbl. 26, 148).  Conforto (Roma). 


Kinematik: “ 

Sestini, Giorgio: Composizioni di moti rigidi. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 
2. Congr. Un. Mat. Ital. 382—388 (1942). 

Eine Verschiebung eines räumlichen Punktsystems, bei der das System zu sich 
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selbst gleichsinnig kongruent bleibt, wird als starre Verschiebung bezeichnet. Die 
Zusammensetzung zweier starren Verschiebungen nach Poincar& ergibt im allge- 
meinen nicht wieder eine starre Verschiebung. Verf. leitet nun mit Hilfe der Theorie 
der linearen Vektorfunktionen die Bedingungen dafür ab, daß die Poincaresche Zu- 
sammensetzung von zwei und drei starren Verschiebungen wieder eine starre Ver- 
schiebung ergibt. Er findet, daß dabei im allgemeinen die zusammenzusetzenden 
Bewegungen bis auf eine Parallelverschiebungen sein müssen. Ferner untersucht er 
die möglichen Sonderfälle, wie etwa komplanare oder parallele Drehachsen bei den 
zusammenzusetzenden Bewegungen. W. Schmid (Dresden). 

Simpson, Harold: An extension of Savary’s theorem. J. London Math. Soc. 14, 
315—318 (1939). 

Zwei aufeinander abwickelbare (isometrische) Flächen ®, ®’ mögen sich in einem 
veränderlichen Punkt P berühren. Die bewegliche Fläche ®’ wälze auf der festen 
Fläche ® derart, daß die Berührung der beiden Flächen ständig in einander isometrisch 
entsprechenden Punkten stattfindet und einander isometrisch entsprechende Tangenten 
in P gleiche Richtung besitzen. Mit der beweglichen Fläche ®’ sei der Punkt O fest 
verbunden. Beim Abwälzen von ®’ auf ® beschreibt O eine Bahnfläche (0). In der 
vorliegenden Note wird gezeigt, daß OP Normale von (O0) in O ist, und es wird eine 
Bestimmungsmöglichkeit für die Hauptkrümmungsmittelpunkte $,,, von (0) in O 
angegeben. Es seien nämlich n die Normale, r die T.'ngentialebene von ®,®’ in P, 
co eine beliebige Ebene durch n, y der Winkel von OP mit der Schnittlinie von o 
und 7 und x%,x’ die Krümmungen der Schnittkurven von o mit ®,®’ in P. Die 
Hauptkrümmungsmittelpunkte $S,,, teilen dann die Strecke OP in Verhältnissen, die 
sich aus dem größten und kleinsten Wert eines Ausdruckes in x, x’ und y bei ver- 
änderlichem o bestimmen lassen. W. Schmid (Dresden). 

Bagehi, Haridas: Normal complex of a rigid body. Bull. Calcutta Math. Soc. 31, 
45—62 (1939). 

Verf. untersucht den Komplex der Trägheitsachsen eines starren Körpers mit 
Hilfe der Hamiltonschen Vektoranalysis. Zuerst wird der Normalenkomplex einer 
Schar konfokaler Flächen zweiten Grades betrachtet; es ist ein spezieller tetraedaler 
Komplex. Ist ® ein positiv definiter-Tensor II. Stufe, g ein Ortsvektor und u ein 
variabler Skalar, so ist £- (®Ö+u)"!-r=—1 die Gleichung der konfokalen Flächen- 
schar. Eine Gerade, die durch die Punkte r, und r, geht, wird durch die Koordinaten 
a=rıx% unda=r — r, gegeben. Sie gehört dem Normalenkomplex der Flächen- 
schar an, wenna-®-a = ist. Die Gleichung bildet die Grundlage der Untersuchung. 
Wählt man für ® den durch die Masse dividierten Trägheitstensor eines starren Kör- 
pers, so definiert die letzte Gleichung den Komplex der Trägheitsachsen. Die Träg- 
heitsachsen, die durch einen beliebigen Punkt r gehen, bilden. a. einen Kegel (Komplex- 
kegel des Punktes); diesem’Kegel gehören insbesondere die drei Hauptträgheitsachsen 
des Punktes r sowie die drei Parallelen zu den Hauptachsen des Schwerpunktes an. 
Der letzte Abschnitt ist der Singularitätenfläche und dem geometrischen Ort derjenigen 
Punkte gewidmet, deren Kegel gerade Kreiskegel sind. Haack (Karlsruhe). 

Jongmans, F.: Sur les mouvements d’un espace & quatre dimensions. 1. Bull. 
Acad. Roy. Belg., V.s. 27, 650—665 (1941). 5 
‚  Lorsque l’on represente les points complexes = 2, + i%,, y= Yyı t iy d’un 
plan par les points reels d’un espace & quatre dimensions, dont £,, %3, Yı, y, sont les 
coordonndes cartesiennes orthogonales, on sait qu’on est conduit & considerer, dans 
Pespace & l’infini (& trois dimensions) de cet espace, une congruence elliptique lin£aire 
de droites. Aux points d’une droite du plan complexe correspondent, dans l’espace 
& quatre dimensions, les points d’un plan re&el rencontrant les directrices de cette 
congruence. L’au. se propose d’etudier les mouvements de P’espace & quatre dimen- 
sions ainsi construit; il consid£re les directrices de la congruence dont il vient d’ötre 
question comme les axes d’une homographie biaxiale elliptique harmonique: la ques- 
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tion revient ä determiner les homographies d’un espace & quatre dimensions & ayant 
un espace uni & trois dimensions o et determinant dans cet espace des homographies 
permutables avec une homographie biaxiale elliptique harmonique Q2,. Le premier 
probleme & resoudre est la determination des homographies de o permutables avec % 
et l’au. le resoud dans la Note actuelle; d’autres Notes &tudieront les problemes ulte- 
rieurs. L’au. &tablit que les homographies cherchees sont les homographies biaxiales 
hyperboliques harmoniques dont les axes sont conjugues par rapport a 2 ou des 
produits d’un nombre fini de ces homographies. Le sujet est traite avec l’elegance 
coutumiere au Geomdtre belge Godeaux et ä l’Ecole qu’il dirige. B. Gambier. 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Verstraete, R.: Über eine Verallgemeinerung eines Satzes von W. H. Talbot. Wis- 
sen Natuurkdg Tijdschr. 11, 40—45 (1942) [Flämisch]. 
Als Verallgemeinerung eines von M. Soens (vgl.dies. Zbl. 24, 346) mitgeteilten Satzes 
von W.H. Talbot [Ann. Math. pures appl. de Gergonne 13, 248 (1822)] wird bewie- 
n m? n m? 
sen, daß für oe = acos? —sin?* — und r=acos 2 I in ae (m >0, m und n 
m Mm m m 


2 m? 2 m? 
rational oder irrational) gilt: o(n, m) o (—n, m) = a cotg 7 m + cotg a| 
mit O<n<4; m®<4n; dabei sind o(n, m) =lims, „m für n>0, lim$, =, 


lim, = m- = o(n, m) = lim(o, + 02 — &,m) für n < 0, lim, = 0, im, = m- Ts 
und s,,m die Bogenlänge zwischen (o,, 0,) und (0, &) mit 0<0d,<d,<m- . ; 
Anders (Flensburg-Mürwik). 

Loria, Gino: La „courbe catoptrique‘“ d’Euler. Enseignement Math. 38, 250—275 
(1942). 

Die interessanten Untersuchungen Eulers über die Aufgabe, alle ebenen Kurven 
zu bestimmen, die die Eigenschaft haben, alle von einem Punkt ausgehenden Strahlen 
nach doppelter Reflexion in dem Ausgangspunkt zu vereinigen, welche sich in der 
Korrespondenz Eulers mit Goldbach finden, werden in vereinfachter Form wieder- 
gegeben. Als Veränderliche werden zunächst die Entfernung 0 des Ausgangspunktes C 
von dem Punkt M der Kurve und der Winkel u dieses Strahles mit der Kurven- 
tangente in M eingeführt. Es ergibt sich für den Abstand MO (O Berührpunkt der 
Brennlinie) ode sinu:: (20 cosudu + sinude). (Diese Veränderlichen o, u sind auch 
bei anderen Aufgaben von Nutzen, z. B. für den Krümmungsradius.) Indem Euler 

die neuen Veränderlichen r = 08, s= TS, wo T der Fußpunkt des Lotes von C auf 
die Kurventangente in M und'S der Fußpunkt des Lotes von T auf CM ist, einführt, 
kommt er auf eine Beziehung von der Form r=a-+v, wo a eine Konstante und» 
eine willkürliche ungerade Funktion von sist; die Einführung der Polarkoordinaten o, © 
führt auf die Differentialgleichung des Problems 
rag? e’dodp 
dt er (a + 2a) ni* 
woraus für x, y eine Darstellung in den 2 Parametern u, v[v = v(u)] gewonnen wird, 
wohl das erste Beispiel für die Darstellung der Koordinaten einer Kurve durch 2 Para- 
meter, zwischen denen eine bekannte Beziehung besteht. — Noch 2 weitere Lösungen 
des Problems durch Euler werden kurz dargelegt. Es ist höchst verdienstlich, daß 
Verf. diese wertvollen geometrischen Untersuchungen Eulers, die die Quelle zu seinen 
‚ wichtigen Arbeiten über die Dreieckskurven und Orbiformen bilden, damit leicht zu- 
gänglich gemacht hat. Volk (Würzburg). 
Faceiotti, Guido: Concavitä o convessitä in un punto di una eurva sghemba rispetto 
ad un piano o rispetto ad un punto. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. 
Ital. 254—258 (1942). 


Verf. gibt Definition und analytische Bedingung der Konkavität bzw. Konvexität F 


427 


in einem regulären Punkt P einer gewundenen Kurve C, und zwar zuerst bezüglich 
einer Ebene x und dann bezüglich eines Punktes O. Diese Definitionen ließen sich 
bei Umkehrung der Reihenfolge durch die beiden folgenden, einfacheren ersetzen, 
welche auch den geometrischen und analytischen Inhalt unmittelbar erkennen lassen: 
C heißt in P konkav bzw. konvex, und zwar 1) bezüglich O, wenn ( in der Umgebung 
von P ganz auf der O zugewandten bzw. abgewandten Seite der rektifizierenden 
Ebene o in P verläuft, und 2) bezüglich x, wenn CO in der Umgebung von P ganz inner- 
halb bzw. außerhalb des von o und x gebildeten „spitzen“ Winkelraumes verläuft. 
H. Thomas (Darmstadt). 


Turriere, E.: Sur des courbes gauches. Enseignement Math. 38, 242—249 (1942). 
Untersuchungen über die Kurven C, für welche in jedem Kurvenpunkt M die 
Schmiegebene parallel zu derjenigen Geraden ist, die zu der Verbindungslinie von M 
mit einem festen Punkt O spiegelbildlich bezüglich einer festen, durch O gehenden 
Ebene & liegt. Verf. zeigt, daß man die Kurven C leicht bestimmen kann, wenn man 
ihre Projektion in die Ebene & kennt, daß die geodätischen Kurven auf dem Dreh- 
hyperboloid mit gleichseitiger Meridianhyperbel Kurven C sind und daß die Flächen, 
deren Schmiegtangentenkurven Kurven C sind, spezielle Janetsche Flächen sind. 
H. Thomas (Darmstadt). 


Sbrana, F.: Sopra aleune proprietä delle superfieie. Boll. Un. Mat. ital., II. s. 4, 
147—157 (1942). 

In einem elliptischen Punkt O der Fläche F sei & die Tangentialebene, g eine 
feste Gerade in dieser und ß eine (variable) Ebene durch g; liegt ß nahe bei «&, so 
schneidet ß in der Nähe von O aus F ein Flächenstück o aus, dessen Schwerpunkt $ 
sei. Für ß>x strebt OS gegen die Reziproke von g bezüglich desjenigen Schmiegungs- 
paraboloids von F in O, das in O mit F die Affinnormale gemein hat; gleichzeitig streben 
die Hauptträgheitsachsen X,, X, von o gegen die Hauptkrümmungsrichtungen J7, Ja 
von F. Ist weiter h eine Gerade in ß durch 8, die mit X, den Winkel & bildet, so 
ist in der Grenze das Verhältnis des Trägheitsmomentes von o bezüglich A zum Quadrat 
des Abstandes zwischen O und ß proportional der Krümmung desjenigen Normal- 
schnittes von F in O, der mit J, den Winkel w bildet. Die (komplizierte) Rechnung 
verläuft nach den üblichen Entwicklungsmethoden. Harald Geppert (Berlin). 


Reade, Maxwell, and E. F. Beekenbach: Generalizations to space of the Cauchy 
and Morera theorems. Trans. Amer. Math. Soc. 49, 354—377 (1941). 

Ausführliche Darstellung der in einer früheren Arbeit mit dem gleichen Titel [Proc. 
Nat. Acad. Sci., U.8.A. 25, 92—97 (1939); dies. Zbl. 20, 312] summarisch mitgeteilten 
vorläufigen Ergebnisse über die isotherme Abbildung eines einfach zusammenhängenden 


3 
Bereiches D auf eine Fläche S, charakterisiert durch den Ausdruck | ) x, (u, Hd) 
je1\c 
wo z=u-iv eine komplexe Veränderliche in D ist, C dem Bereich D angehört 
und ,=z,(u,v) j=1,2,3) eine Fläche 8 im Raume darstellt. Volk. 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Ales, Maria: Osservazioni intorno agli invarianti proiettivi di terne di elementi 
eurvilinei. Rend. Circ. mat. Palermo 63, 111—112 (1941). Di 

Die Note bezieht sich auf eine Arbeit des Ref. über denselben Gegenstand (vgl. 
dies. Zbl. 25, 222). Die Feststellung, daß in der Ebene die projektive Invariante dreier 
Elemente erster Ordnung konstant ist, wenn die Elemente einem Kegelschnitt an- 


gehören, wird von Verf. im 8, auf die Invarianten von drei Elementen (n — 1)-ter 
Ordnung ausgedehnt, die einer normalen rationalen Kurve angehören. Es bleibt noch 


die wichtige Frage zu entscheiden, ob im 8, die Eigenschaft der genannten Kurven 
charakteristisch ist, wie sie es im 8, für die Kegelschnitte ist. P. Buzano (Torino). 


\ 
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Maxia, A.: Geometria proiettiva differenziale dei 2-tessuti in Sg. Rend. Circ. mat. 
Palermo 63, 93—110 (1941). 

Verf. betrachtet ein System zweier Kurvenkongruenzen I, I, des S, (2-Gewebe) 
und die im allgemeinen anholonome Mannigfaltigkeit 0,2, die von den Punkten des 5; 
und den durch die in ihnen gelegten Tangenten t,,t, an die Kurven von I’, und /% 
aufgespannten Ebenen gebildet wird. Ferner betrachtet er eine dritte Kongruenz Is 
derart, daß die Tangenten t, an ihre Kurven zugleich die Schnittlinien der Schmiegungs- 
ebenen an die Kurven von I", und I‘, inden Berührungspunkten sind. Weiterhin studiert 
Verf. die Frage der projektiven Abwickelbarkeit und beweist, daß, während zwei 
2-Gewebe immer in 2. Ordnung projektiv abwickelbar sind, die Abwickelbarkeit höherer 
Ordnung auf die Betrachtung von Invarianten führt, deren einige in einfacher Weise 
sich geometrisch deuten lassen. Nun geht Verf. zum Studium von Geradenkom- 
plexen t,,t,,t, über, das unter Beschränkung auf die Elemente 1. Ordnung mittels 
der Chaslesschen Projektivitäten geleistet wird. Schließlich stellt Verf. mehrere an- 
holonome Kongruenzen heraus, die durch das 2-Gewebe den eben genannten Komplexen 
zugeordnet werden. P. Buzano (Torino). 

Buzano, Piero: Proprietä proiettive delle deformazioni di speeie superiore delle 
varietä a 3 dimensioni dedotte col metodo della „varietä figurativa‘“ del Bompiani. 
(Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 291—297 (1942). 

E. Bompiani hat den Begriff der Deformation v-ter Gattung einer Mannigfaltig- 
keit V; eingeführt, die eine Punkttransformation darstellt, welche die Bogenelemente 
und die Krümmungen der Ordnungen <’» ihrer Kurven erhält (vgl. dies. Zbl. 11, 418). 


Gehören V, und ihre Transformierte V, zwei euklidischen Räumen 8, und S, an, 
so müssen, wenn die Deformation sich nicht auf eine reine Bewegung reduzieren soll, 
zwischen den Zahlen n, n, v und k gewisse Ungleichungen bestehen. Diese Unglei- 
chungen drücken projektiv-differentialgeometrische Charaktere einer Bildmannig- 
faltigkeit der Deformation aus, die einem Raum der Dimension n + n angehört und 
hängen von der Existenz partieller Differentialgleichungen der Ordnung <=» in k Ver- 
änderlichen ab, deren projektiv unterschiedene Typen man kennen muß. Für k=2 
war diese Untersuchung von Bompiani durchgeführt worden. Verf. zieht aus der 
früheren Charakterisierung der projektiv unterschiedenen Typen für k=3 (vgl. dies. 
Zbl. 26, 84) Folgerungen über die Deformabilität gegebener Gattung einer Mannig- 
faltigkeit V,. E. Bompiani (Roma). 


Allgemeine metrische Geometrie: 


© Courtand, Mare: Sur les courbes gauches du troisitme et du quatritme ordre 
en geometrie finie. (Actualites seient. et industr. Nr. 868. Exposes de g6omötrie. Publies 
par M. E. Cartan. XII.) Paris: Hermann & Cie. 1940. 87 pag. 

In dieser ArLsit untersucht Verf. die projektiven Raumkurven K, und X, von 
der Juelschen Ordnung 3 bzw. 4, die mit stetiger Tangente und Schmiegebene ver- 
sehen sind. — Der erste Teil enthält Sätze über die ebene Projektion der X, (Kap. I), 
eine Einteilung der ebenen Schnitte der von den Tangenten einer K, erzeugten Torse 7, 
(Kap. II), den Hauptsatz über die gemeinsame Gerade zweier Schmiegebenen einer K,, 
der besagt, daß eine solche Gerade Doppeltangente von 7, ist (Kap. III). Im Kap. IV 
wird eine notwendige und hinreichende Bedingung angegeben, damit eine auf einem 


einschaligen Hyperboloid oder auf einem konvexen Kegel liegende Kurve die Ordnung3 


besitzt; Kap. V gibt Beispiele von Kurven dritter Ordnung, die auf einer algebraischen 
Fläche verlaufen; im Kap. VI wird ein Bogen dritter Ordnung durch eine neue, von 
der Hauptschen verschiedene Methode erweitert. — Der zweite Teil der Arbeit behandelt 
die K,; Ausgangspunkt ist die Untersuchung der Zuordnung zwischen zwei Punkten 
von K,, die in einer Schmiegebene liegen; für jede Art von K, bestimmt Verf. die 
Anzahl der stationären Ebenen, die Trisekanten und die Elementarbogen. Die Ana- 
logie zwischen den K, und K, einerseits und den algebraischen Kurven dritten und 
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vierten Grades andererseits wird im Falle der X, mit gewöhnlichen Trisekanten in 
prägnanter Weise hervorgehoben durch den Satz, daß eine solche Kurve immer auf 
einem einschaligen Hyperboloid liegt; dadurch wird eine überflüssige Voraussetzung 
von Juel beseitigt, dessen Studium über diese Kurven sich als allgemein erweist. — 
Die Darlegung schließt mit der Konstruktion zweier konvexer Kegel, die eine Erzeu- 
gende und eine X, gemeinsam haben. Chr. Pauc (Paris). 

Fabrieius-Bjerre, Fr.: Einige Bemerkungen über ebene Kurven dritter Ordnung 
und Raumkurven vierter Ordnung. Mat. Tidsskr. B 1942, 12—20 [Dänisch]. 

Verf. gibt zunächst einen übersichtlichen Bericht betr. die bisher vorliegenden 
Untersuchungen über Verlauf, Anzahl und Art der Singularitäten bei den ebenen 
Kurven 3. Ordnung und bei den Raumkurven 4. Ordnung. Im Anschluß daran kündigt 
er, ohne Beweis, folgenden Satz an: Eine geschlossene Kurve GE im AR, von (n + 1)-ter 
Ordnung, welche von keinem R„_s in mehr als (n — 1) Punkten getroffen wird, ent- 
hält (n +1) „Wendepunkte‘“. Dabei sollen für & gewisse Stetigkeitsbedingungen hin- 
sichtlich der Schmiegräume erfüllt sein und es soll & an Singularitäten nur Wende- 
punkte enthalten. Haupt (Erlangen). 

Fabrieius-Bjerre, Fr.: Über geschlossene Kurven (n + 1)-ter Ordnung im R, mit 
einer Anwendung auf ebene Kurven der konisehen Ordnung 5 und 6. Danske Vid. Selsk., 
Math.-fys. Medd. 20, Nr 1, 1—25 (1942). 

Eine Kurve (,„,; bedeutet hier eine geschlossene (im allgemeinen nichtanalytische) 
Kurve der Ordnung n + lim R,, die in jedem ihrer Punkte eindeutige lineare Schmieg- 
räume besitzt. Es gibt auf den Kurven C„,; nur n+1 Typen singulärer Punkte, 
in denen ein Schmiegraum AR; mit O„,ı zwei Punkte mehr gemeinsam hat als 
der Schmiegraum R;_, desselben Punktes. Zu diesen Singularitäten gehören auch 
die Wendepunkte, für de k=n— list. Es gibt zwei Arten der Kurven (,,ı, je 
nachdem sie von keinen Hypergeraden bzw. von gewissen Hypergeraden in » Punkten 
getroffen werden. Eine Kurve C„,ı der ersten Art hat keinen Doppelpunkt und 
keine Spitze, sie kann höchstens n + 1 Wendepunkte besitzen. Hat sie n + 1 Wende- 
punkte, so enthält sie keine andere Singularität. Besitzt eine Kurve O,„,, der ersten 
Art auch andere Singularitäten, so besteht eine Gleichung zwischen den Anzahlen 
der verschiedenen Singularitäten. Diese Gleichung besteht für keine Kurve (,„,, der 
zweiten Art. Eine Kurve der zweiten Art kann einen Doppelpunkt oder eine Spitze 
haben. Eine Kurve C„,; mit Doppelpunkt hat 0, 1 oder 2 Wendepunkte, während 
eine Kurve C©„_, mit Spitze genau einen Wendepunkt besitzt. Hat eine Kurve („+1 
genau q singuläre Punkte, so läßt sie sich aus qg Bogen n-ter Ordnung zusammensetzen. 
Es gibt nichtanalytische Kurven C,,, mit vorgeschriebenen Singularitäten; sie lassen 
sich als Zentralprojektionen von geschlossenen Kurven der Ordnung » +1 im Ryyı 
gewinnen. Die erhaltenen Resultate werden auf ebene Kurven der konischen Ordnung 6, 
d.h. auf ebene Kurven angewendet, die von einem beliebigen Kegelschnitt in höchstens 
6 Punkten getroffen werden. Es zeigt sich, daß ein Oval der konischen Ordnung 6 
von seinen sextaktischen Punkten in 6 Bogen der konischen Ordnung 5 geteilt wird. 
Eine kubische Kurve der konischen Ordnung 6 besitzt außer den 3 Wendepunkten 
3 eigentliche sextaktische Punkte. Gy. v. Sz. Nagy (Kolozsvär). 


Angewandte Geometrie: 2 


@ Bortolotti, Enea: Geometria deserittiva ed elementi di proiettiva per gli allievi 
di architettura. Padova: A. Milani 1940. 402 pag. L.60.—. 

Piazzolla Beloch, Margherita: Aleune considerazioni geometriche sulla roentgen- 
fotogrammetria. (Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 561—563 


(1942). 


Verf. gibt, einen kurzen Hinweis auf ein an anderer Stelle beschriebenes Ver- 


_ fahren der Röntgenphotogrammetrie, wobei von dem Objekt Aufnahmen auf zwei 


zueinander normale Ebenen gemacht werden. E. Kruppa (Wien). 
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Piazzolla Beloch, Margherita: Costruzioni grafiche del problema del „vertice di 
piramide“ della fotogrammetria aerea. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. 
Mat. Ital. 564—566 (1942). 

Verf. verweist auf einige von ihr an anderen Orten (vgl. z. B. dies. Zbl. 8, 46, 240) 
veröffentlichte Arbeiten über die Standpunktsermittlung aus einer Lichtbildaufnahme 
mit innerer Orientierung (Problem der Pyramidenspitze), insbesondere im Fall, daß 
von den drei zu verwendenden Objektpunkten einer unendlichfern ist, in dem die 
Aufgabe quadratisch wird. E. Kruppa (Wien). 

Marco, Luigi di: Sulle risoluzioni grafiehe dei problemi di Snellius-Pothenot e di 
Hansen. * (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 951—954 (1942). 

Verf. gibt zeichnerische Lösungen für drei Aufgaben des Rückwärtseinschneidens. 
in der Ebene: für die erweiterte Snelliussche und für die einfache und die erweiterte 
Hansensche. Die Erweiterung besteht beidesmal darin, daß mehrere unbekannte 
Punkte bestimmt werden sollen, in denen gewisse Winkelmessungen möglich sind. 

W. Schmid (Dresden). 

Marco, Luigi di: Nuovo metodo per una piü vantaggiosa soluzione trigonometrica 
di aleuni problemi topografiei. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. 
Ital. 960—963 (1942). £ 

In einem Dreieck ist das Verhältnis der Grundlinie zur Höhe gleich der Summe 
der Kotangenten der an der Grundlinie liegenden Winkel. Diese Formel benützt Verf. 
zur Dreiecksauflösung in gewissen Fällen und gibt hierzu Anwendungsbeispiele, u. a. auf 
eine Lösung der Aufgaben des Rückwärtseinschneidensin der Ebene, dienach Snellius- 
Pothenot und Hansen benannt werden. W. Schmid (Dresden). 

Kasper, Hugo: Der Übergangsbogen beim Bau der Reichsautobahnen. Allg. Ver- 
mess.-Nachr. 54, 169—186 (1942). 

Es wird ein Bericht über die zur Zeit herrschenden Probleme für die Gestaltung 
der Autobahntrassierung unter Berücksichtigung der fahrtechnischen und besonders 
der fahrpsychologischen und ästhetischen Erfordernisse für die Linienführung gegeben. 
Während gerade in letzterer Hinsicht die kubische Parabel als Übergangskurve nicht 
mehr befriedigt, zeigt es sich, daß die Klothoide, für die das Produkt aus Bogenlänge 
und Krümmungshalbmesser stets konstant ist, als Übergangsbogen günstige Eigen- 
schaften besitzt, die auch vermessungstechnisch unter dem Gesichtspunkt einer be- 
quemen und exakten Absteckungsmöglichkeit als besonders wertvoll anzusehen sind. 
Demgemäß werden diese Eigenschaften ausführlich besprochen. Es werden Rechen- 
und Zeichenhilfsmittel für die Planung, Entwurfsbearbeitung und Absteckung an- 
geführt und gewisse Aufgabenstellungen und Absteckungsmethoden erörtert. Da die 
Klothoide als Übergangsbogen in fahrtechnischer Hinsicht gleichbleibende Ge- 
schwindigkeit voraussetzt, ist sie für gewisse Fälle, z. B. bei kleinen Halbmessern und 
starkem Richtungswechsel, noch nicht voll geeignet, weil dann die Forderungen einer 
allmählichen Geschwindigkeitsabnahme bei gleichbleibender Lenkradbewegung und 


'Fahrzeuglage hinzukommen. Verf. zeigt, daß in diesen Fällen der Übergangsbogen 


aus zwei oder mehr Klothoiden zusammengesetzt werden kann zu einer Korb- 
klothoide, die dann die Forderungen erfüllt, wobei die bequemen Absteckungseigen- 
schaften der einfachen Klothoide im wesentlichen erhalten bleiben. Feyer. 
Brauer, P.: Zur räumlichen Theorie der Straße. Ing.-Arch. 13, 9—14 (1942). 
Wenn ein Fahrzeug eine Straße durchläuft, berührt jedes Rad die Straßenoberfläche 
längs einer Kurve. Jeder Punkt dieser Kurve wird als O-Punkt eines 1. Koordinaten- 
systems betrachtet. Die 1. Achse dieses Systems ist die Kurventangente und die 2. die 
dazu senkrechte Tangente der Straßenoberfläche. Dieses Koordinatensystem wird um 
die Kurventangente so gedreht, daß die 2. Achse horizontal liegt. Das jetzt entstandene 


' 2. Koordinatensystem wird um die horizontale Achse so gedreht, daß auch die 1. Achse 


horizontal liegt. In jedem dieser 3 Koordinatensysteme werden die Differential- 
quotienten der Einheitsvektoren auf den Achsen nach der Kurvenlänge bzw. deren 
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Grundriß durch diese Einheitsvektoren, die geodätische Krümmung, Normalkrümmung 
und geodätische Torsion ausgedrückt. Die Bahnkurve hat nicht nur als Kurve in 
der quergeneigten oder nicht quergeneigten Straßenoberfläche, sondern auch als Raum- 
kurve eine Krümmung und Torsion. Mit Hilfe dieser Beziehungen werden die geo- 
dätische Krümmung, Normalkrümmung und geodätische Torsion der Kurve in der 
quergeneigten Straßenoberfläche durch den Steigungswinkel, den Querneigungswinkel, 
seinen Differentialquotienten nach der Kurvenlänge, die Krümmung im Grundriß und 
die Krümmung im gestreckten Aufriß ausgedrückt. Anmerk. des Ref.: Gleichung (11c) 
ist falsch, zumal nach 8. 10 N** = 0 ist. Das Folgende wird richtig, wenn N** 
durch N* ersetzt wird. In der Schmiegungsebene liegt nicht die Binormale, sondern 
9 N* 

wuRcosn a ü 
Ludwig (Hannover). 


die Hauptnormale. Gleichung (20) muß heißen tex = — @**: ( 


Topologie: 

© Bourbaki, N.: El&ments de mathömatique. Les structures fondamentales de 
Panalyse. 3. Topologie generale. 1. Struetures topologiques. 2. Struetures uniformes. 
(Aetualit&s seient. et industr. Nr. 858.) Paris: Hermann & Cie. 1940. VIII, 129 pag. 

Das Buch ist in zwei Kapitel geteilt. Die topologischen Grundbegriffe und Eigen- 
schaften werden in den 11 Paragraphen des Kapitels I behandelt; das Kapitel II 
(5 Paragraphen) ist den uniformen Räumen gewidmet. Das Buch, das für Studierende 
der Mathematik auf den Universitäten bestimmt ist, enthält zahlreiche anschauliche 
Beispiele und jedem Paragraphen sind geeignete Übungen (insgesamt 153) beigefügt. 
Am Ende jedes Kapitels befindet sich eine historische Erläuterung. Beim Lesen wird 
die Kenntnis der Mengenlehre vorausgesetzt; dem Leser wird empfohlen, zunächst 
das erste Buch: Theorie des ensembles (dies. Zbl. 26, 389) zu studieren. — Kapitel I. 
In der Menge E wird die topologische Struktur mit Hilfe eines absolut additiven und 
endlich multiplikativen Systems ® der Teilmengen von E — die man offene Mengen 
nennt — eingeführt. In den ersten 4 Paragraphen werden folgende Begriffe und 
Definitionen angegeben: Umgebung, abgeschlossene Menge, offener Kern, Berührungs- 
punkt, abgeschlossene Hülle, A ist dicht zu B, in E. Führen die Systeme ®, und ®, 
zwei Topologien in derselben Menge E ein, so heißt die erste feiner als die zweite, wenn 
DB, CB, ist; in dieser Weise wird das System aller Topologien in E teilweise geordnet. 
Weiter werden erklärt: Die durch irgendein System erzeugte Topologie, Erzeugenden- 
system und Basis der Topologie, Relativierung der Topologie, stetige Funktionen, 
Homöomorphie. In dem Paragraphen 5 wird ein interessanter und wichtiger Begriff ein- 
geführt: Ein endlich multiplikatives System % der Teilmengen von E heißt Filter 
(H. Cartan), wenn 9€&% und BES für BOAES ist. Auch das System aller 
Filter auf einer Menge wird teilweise geordnet; insbesondere gibt es zu jedem Filter % 
einen maximalen Filter %* >% — den sog. Ultrafilter. Der Filter % konvergiert gegen 
den Limes «€ E, wenn % feiner als der Filter aller Umgebungen des Punktes « ist. 


Der Punkt «€ E heißt Berührungspunkt von %, falls «€ A für jedes AE% ist. Es 
folgen Definitionen und Eigenschaften des Produktes topologischer Räume und des 
Quotientenraumes E/R, der durch Identifizierung gewisser Punkte aus EZ entsteht 
(R bedeutet die Äquivalenzrelation). Der topologische Raum E heißt bikompakt 
(espace compact), wenn E ein Hausdorffscher Raum ist und wenn jeder Filter einen 
Berührungspunkt enthält (oder auch, wenn jeder Ultrafilter gegen einen Limes kon- 
vergiert). Mit Hilfe des Ultrafilterbegriffes wird ein kurzer Beweis des Satzes von 
Tychonoff über das Produkt bikompakter Räume durchgeführt; weiter wird der 
Einbettungssatz von Alexandroff über lokal bikompakte Räume angegeben. Im 
letzten Paragraphen wird der Zusammenhang und der lokale Zusammenhang erklärt. En 
Kapitel II. Es sei E eine abstrakte Menge und % ein Filter auf Ex E; % definiert 

eine uniforme Struktur, wenn 1) («,2)E V für jedes zE E und VE%; 2) zu jedem 


VER gibt es ein V’E $% derart, daß (y, x) € V’ für jedes (x, y) € V ist; 3) zu jedem VEF | 
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gibt es ein WE % derart, daß für (2,2) EW, (z, y)EW der Punkt (z, y) zu V gehört. 
Die uniforme Struktur induziert in der Menge Z die sog. uniforme Topologie; als 
Umgebung V(x,) des Punktes x, € E wird in dieser Topologie die Menge aller Punkte 
zE E mit (x,,2)E VE erklärt. Der‘ Filter & auf dem uniformen Raume E heißt 
Cauchyscher Filter, wenn zu jedem VE% ein VUEG mit Ux UCV existiert. Der 
Begriff der gleichmäßigen Stetigkeit der Funktionen und der Begriff der Vollständig- 
keit wird auf die uniformen Räume übertragen. Es gelten viele analoge Eigenschaften, 
insbesonders der folgende Satz: Zu jedem uniformen Raume gibt es seine vollständige 
Hülle. In den letzten zwei Paragraphen werden die Beziehungen zwischen den uni- 
formen und bikompakten Räumen, der Zusammenhang in den uniformen Räumen 
und das Produkt der uniformen Räume betrachtet. J. Novak (Brünn). 


Sebastiäo e Silva, J.: Les ensembles fermös et le probleme de Wiener. Portugaliae 
Math. 3, 124—131 (1942). 

Ein Raum (F) ist eine abstrakte Menge 1, in der jeder Teilmenge A von 1 eine 
Menge AcC1 als abgeschlossene Hülle derart zugeordnet ist, daß AC A, 0=0, 
A+BcA+B,4A=4. Er ist in sich dicht, wenn 1 — (x) =1 für jeden Punkt x. 
Eine eineindeutige Punktabbildung 9 von 1 auf sich heißt eine Deformation von 1 
auf sich, wenn 0(A) —= (A) für jede Menge A. Durch den Operator - ist also die 
Gruppe I’ aller Deformationen bestimmt. Wiener hat folgende umgekehrte Frage 
aufgeworfen (präzisiert durch Frechet): Es sei &' irgendeine Familie eineindeutiger 
Abbildungen der abstrakten Menge 1 auf sich: 1) wann kann man einen Operator 
in 1 definieren, so daß &) & eine Familie, $) I’ die volle Gruppe zugehöriger Defor- 
mationen ist; 2) wann ist - durch 2 eindeutig bestimmt; 3) welche Eigenschaften 
von 2 haben zur Folge, daß 1 z.B. ein Hausdorffscher Raum sei? Wiener ordnet 
jeder Menge Ac1 als Hülle A zu die Menge aller Elemente von 1, die fest bleiben 
bei jeder Abbildung aus 2, die jedes Element aus A fest läßt (2 enthalte dabei die 
identische Abbildung). Der so entstehende Raum heißt ein Raum (S). Verf. zeigt 
erstens, daß die Räume (S) mit den in sich dichten Räumen (F) identisch sind; zweitens 
werden notwendige und hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daß 1ß) er- 
füllt ist. Nöbeling (Erlangen). 


Puckett jr., W. T.: Regular transformations. Duke math. J. 6, 80-88 (1940). 

In leichter Abänderung gegenüber Whyburn (dies. Zbl. 12, 250) wird der Begriff 
der r-regulären Konvergenz einer Folge {A,} von abgeschlossenen Mengen A, eines kom- 
pakten, metrischen Raums so erklärt, daß statt der ‚„Vollzykeln“ (= ‚„Fundamental- 
folgen“ von Vietoris) die „wahren Zykeln“ von Alexandroff (dies. Zbl. 4, 73) 
benutzt werden: Für jedes &>0 gibt eseino>0Oundein N>0,sodaß firrn> N 
jeder wahre r-dimensionale Zyklus (mod m) in A„ vom Durchmesser < Öin einer Teil- 


menge von A, des Durchmessers <e &0(modm) ist [bei r=0 muß die Koeffizienten- 


summe bei fast allen Zykeln im wahren Zyklus =0 (modm) sein]. — Ist nun M 
ein Kontinuum und 7(M) = M’ eine (r — 1)-reguläre Transformation [d.h. für jede 
Punktfolge {a,}—>.«’ in M’ konvergiert die Originalfolge {7-4a/)} s-regulär nach 


Ta’) bei jedem s<r — 1], so wird gezeigt, daß für 2 beliebige Punkte a’ und d’ 
von M’ die t-dimensionalen Bettigruppen von 7 -1(a‘) und 7-4’) in M fürt=1,2,...,r 
isomorph sind. Des weiteren wird für monotone O-reguläre Transformationen (monoton 


insofern, als die in M liegende Originalmenge jedes M’-Punkts zusammenhängend ist) 
gezeigt, daß die 1-dimensionale Bettigruppe von M direkte Summe ist von 2 Gruppen, 


deren erste isomorph ist mit der 1-dimensionalen Bettigruppe von M’, deren andere 
isomorph ist mit der I-dimensionalen Bettigruppe in M der Originalmenge eines (nach 
obigem beliebig gewählten) M’-Punktes. Furch (Rostock). 


AS 


